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AVERTISSEMENT. 


Nous terminons avec ce Volume la publication des 
OEuvres d'Hermite. Les travaux reproduits vont de 1880 
à 1901, année de la mort d'Hermite. Nous avons continué à 
suivre en général l’ordre chronologique; cependant plusieurs 
Mémoires oubliés et quelques articles extraits de journaux 
scientifiques, que nous n’avions pu nous procurer jusqu IC, 
ne viennent pas à leur date. 

Nous avons reproduit des noticesécrites par Hermite pour 
rendre hommage à quelques mathématiciens, et aussi des 
discours prononcés dans diverses occasions. Plusieurs de ces 
pages sont d'un haut intérêt, non seulement au point de vue 
scientifique, mais parce qu'elles jettent quelque jour sur la 
personnalité si originale d’Hermite. Elles sont à rapprocher 
des lettres d'Hermite à Stieltjes publiées antérieurement, 
où, à côté du géomètre, apparait souvent l’homme. On doit 
d’ailleurs considérer que cette correspondance, remarquable 
à tant de titres, fait partie des OEuvres complètes d'Hermite 
comme les quatre Volumes dont nous terminons aujourd'hui 
la publication. 

Ainsi que pour les Tomes précédents, le concours dévoué 
de M. Henry Bourget m'a été précieux. Je lui suis extrême- 
ment reconnaissant du soin avec lequel il a relu tous les 
Mémoires, me faisant part de ses judicieuses réflexions qui 
m'ont été très utiles. 


J’ai encore le devoir de rappeler l’aide que m'a apportée 


dE 7 0 à 


VI AVERTISSEMENT. 

l’esquisse biographique et bibliographique écrite quelques 
semaines après la mort d’'Hermite par M. Mansion, profes- 
seur à l'Université de Gand. Grâce à cette bibliographie si 
soignée, les omissions, s’il y en a, seront rares dans cette 
édition. Puisse mon souvenir atteindre le vénéré doyen de 
la science mathématique en Belgique dans la ville où 1l est 
retenu depuis près de trois ans. 

Des portraits d'Hermite à différents âges ont été repro- 
duits dans les trois Volumes précédents et dans les deux 
Tomes de la Correspondance. On trouvera dans le Volume 
actuel une photographie de la médaille, due à Chaplain, 
frappée à l’occasion de son soixante-dixième anniversaire. 
Nous donnons aussi un fac-similé de la première et de la der- 
nière page d’une lettre adressée à Jules Tannery et imprimée 
dans le Tome IT de ces OEuvres. 

Malgré les difficultés de toutes sortes, dues aux circon- 
stances actuelles, M. Gauthier-Villars a tenu à terminer, 
sans plus tarder, cette publication. Qu'il reçoive mes bien 
vifs remerciments. 


Emize Prcarp. 


Paris, juillet 1917. 
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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE À M. H. GYLDÉN 
SUR LA | 
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


PAR RAPPORT AU MODULE. 





Astronomische Nachrichten, Band XCVI, n° 2301. 


En différentiant par rapport à # la relation 


1 : 
Va 2) 0 #2) Les = 


on obtient immédiatement 





D; 2 je kz? dz ax 
Wei 32)(1— k22°) 9 CO E PEN REIN TTENEE) 


el, par conséquent, 
pe 5, 
SEC 


Dysnz = — /kcnx dnx ——— dx, 
: dn?x 


ou encore 


kenxdnx f” « 

Dépg ——— [ cn°(x + K) dx. 
AE 

0 


H. — IV. 
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Cela posé, l'équation de Jacob: 





VAR 9'(x) 
A ANS *e(x) 
donne, si l’on change x en x +K, 
J (7) 
esse KV EN 
kÆ?sn?(x + K) K & 5 (20 


puis 

ge) 4 
k 2 

OA K 





k2cn?(x + K) = D; 
et enfin, en intégrant à partir de x — 0, 
O1(x) 


où 6 à’ \ 
1 Rent(o + K) de = SD + (ie) 2 
0 ” K 


Nous avons donc. pour la dérivée du sinus d'amplitude par 
| P 


rapport au module, la formule 


Dates cnrone EE ve (es a r)r| | 





kk£"?2 O,(x) 


et l’on en ure les suivantes : 


; snx dnx [ 8(x) J 
D; Ver pois : (ee , 
ken x Se PTE a + )e| 


= 2 + & [ \ / 
D;dn > = — k sn Fous ksnæcnær ee + (ex). 


dn x k'2 (x) 











La dernière, en employant la relation 


HT) A 9 (x) JE k'?snx 








H;(x) O,(æx) cnxdnæ” 


peut s’écrire plus simplement 


ksnron ele) En 
D; dn x — MERE É SE (4 = Re] . 





O0'(x) 
O(x) 





Enfin, si l’on introduit dans ces trois expressions la fonction , 


ou plutôt la fonction de seconde espèce, 


th J O'(r) 
<2sn?27 = LD— == 
J ksn?x dx K ? 8 (x) ZEN 





Q2 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES PAR RAPPORT AU MODULE. 


on parvient aux formules 


KkK?D,;snx=+£k?sn xcen?x + en x dnx[Z(x)—k?x|, 

kKk°®Dy;cnx =—k?sn?xcnx — sn x dn x [Z(x)— 2x], 

KK°2D;dnx = — Æ?sn?xdn x — Æ2snxrcnx[Z(x) — k2x|. 
Je remarquerai que l’on conclut des deux premières, 


D;(cnx +isnx) 
t(cnx +isnr) 


kk'? = Ksnx cnx + dnx[Z(x) — k2x]; 


nous avons donc, pour la dérivée de l’amplitude de l'argument, 
l'expression 


kKk"2Dy;amz = ksnx cnx + dnx[Z(x) — kx]. 


À ces résultats je me propose maintenant de joindre la valeur 
de D;Z(x) dont le calcul demande un peu plus de développements, 
la question étant d'intégrer par rapport à x la quantité D;(k?sn?x), 
que j'exprime ainsi 


kKk2D;(k2sn?x) = 24k?2k'?sn?2x + 2k*sn?x cn?x 


+ 2k?snx cnx dnx[Z(x) — k?x]. 


Be neePiécrnis, pour abréger, Z, 2, Z}, au lieu de Z(x), 


D,;Z(x), D'Z(x), et observant qu'on a 


k2 sn? x = Le 
k?cn?x — k2— 7}, 


Mk=snmCchT nr Le 
Je mets celle quantité sous la forme 
kkK'2D,(k2sn2x) = 2Kk22L + 2L'(k—L')+ LL — kx). 
Enfin je remplace le dernier terme Z’(Z -- £?x) par 
DA A AN TC 71), 
nous obtenons ainsi 
kKk?2D;(k?sn2x) = 2k°2L'+ 32 (k—L')+ DLL — ka), 

et par conséquent 


RRDEZ(æ) = (AR + 36)2 53 [ TILL in). 
0 
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T 
de sorte que l'intégrale f Z'? dx nous reste seule à évaluer. C’est 
0 


ce que nous ferons en décomposant en éléments simples la fonc- 
uon Z'?— k£'sn'x, qui a pour périodes 2K, 2:K/ et pour pôle 
unique æ — 1 K’, dans le rectangle de ces périodes. Nous avons 
Des dans la formule, qui, par suite, 
s'obtiendra au moyen de la partie principale du développement 
de Æ‘sn‘zx, en posant x —iK'+ 2. 

Or on a 





donc un seul élément simple 


un I I 2(1+A2) 1 
kisn*(:K'+ €) — nn 
( ) sn#€ ec 3 ec? 





u 


et cette partie principale mise sous forme canonique étant 





1,0%): 21-22) O'(æ) 
Æ4 + — — DE EN SN ee s 
sn : DE Gtz) a MTS 
ou bien 
k 
kisntx = - DiZ(æ) + ar à D, Z(æ) + €, 


La constante se déterinine sur-le-champ en supposant æ — 0. 


9 


A 


On trouve ainsi C—— —; cela étant, il vient pour l'intégrale 
we) 


cherchée la valeur 





x è TS LE 
[ La Ar = 7-7 2 ESPN 
0 6 3 d 


2 2 y 
— Asrun, PTE dnæ — x) 
J d 


et nous irons l'expression suivante : 
KkK2D;Z(x)= 21 — R(L+xZ) + k(x — snx cn x dnx). 


Je vais en indiquer une conséquence imporlante. Soit en dési- 
gnant par met m' des nombres entiers 


G=9omKkK+om'ikK, H = 2m) +om'i", 
tæ ON ’ s ’ 
et posons $ — æ + G. On aura l'égalité 


L(E) = Z(z)+H, 


F 
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qui donnera, en différentiant par rapport au module, 
ZL'(E)Dz;G + D,Z(E) = D:Z(x) + DH. 
Retranchant maintenant membre à membre les équations 


RRED4Z(E) = ZE) Z'(E)—A[Z(E) + EZ'(E)] + AE — snË cnæ dn), 
kKk2Dz;Z(x) = ZL(x)L'(x) — R[Z(x)+xL'(x)|+ (x —snx cnxr dnx) 


et observant qu'on a 


AC) =Z(2) + H, LICEY=Z" (x), sn£ Cn£ dné = snxcnxdnp, 


on trouvera, par des réductions faciles, 
MGID ZE) D,Z(z)l—(H—ÆG)Z(r)—Æ4(H—G). 


Nous obtenons donc, pour résultat de la différentiation par rapport 
au module, l'équation suivante 


(KÉGD.G EH — ÆG]Z'(x) — kkD4H — Æ(H —G)— 0, 
qui se partage dans celles-ci 


kK?D;,G = Æ6G —H, 
kK2D;H = Æ(G—H), 


et les intégrales complètes de ces deux équations différentielles sont 
manifestement 
G = aK + GK’, 


H=caJ +6 J, 


+. et 8 désignant deux constantes arbitraires. 

Ces résultats conduisent aisément, comme on va le voir, aux 
dérivées prises par rapport à # des trois autres fonctions de seconde 
espèce analogues à Z (x), à savoir 











16 EN) 

ALAN PTE) 
Lx) = Ka H,(æ) 
20) = Rs 8,(æ), 


K O1(x) 
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Je pars à cet effet des relations 
te) ee LIKO TIR 
Lx) = L(x+K+iK')—J—z:J", 
AN PEAR NOTE LR 


qu'on peut comprendre dans la formule 
Zi (2) = 7 0e AN 
en désignant par-Aet B les mêmes combinaisons linéaires de K et 
K’ d’une part, de Jet J' de l’autre, de sorte qu’on a 
kk2Dz;A = AA —_B, 
Kk2D:B = H(A LB). 
Cela posé, et en faisant encore E— x + À, de la relation 
D:Z,.(æ) = Z{E)D; A 3 D 20 | 
je tire d’abord 
kkK2DzzA(T) = kK2L'(E)DyA + Z(E)L'(E) 


— J2[Z(E) + EZ'(E)] + A2(Ë— snE'cnE dnt) =K«KÆ2D;B. 


Remplaçant ensuite dans le second. membre Z(£), Z'(6) par 
Zn(x) + B, Z',(x)et £ par x + À, j'obtiens, en groupant conve- 
nablement les termes, 

kk2DEZ:(e) = Ze) 2e) = 7; C0) 
L[Hk?DLA + B — Æ(x+A)]Z,(æ) 
+ k2[x—sn(r+ A)cn(r+A)dn(x+A)] 
— HE DB PP UACA ME 


puis en réduisant 


kK2D,Z,(x) = Zr(x)2h(x)—k[Z;i(xz) + zz;(x)] 
+ {2[x— sn(x + A)cn(x+A)dn(r PAT 


On voit que, pour les diverses valeurs de n, les formules ne 
diffèrent que par un seul terme, le dernier, qui pour n = 1, 2, 3 
doit être successivement 


cnx dnx k'2sn x dnx k'?snx cn x 
EF re | —- D Mie TAN. PE RE RE EI ESS 
k2sn3x k2cnè x dnè x 


Je remarquerai en dernier lieu que l'intégration donne, C étant 


MBide Se — dr 


_ 
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une constante, 


2kk2D4 [ Z,(æ) Zita l:(z)+ Fifi snt(r + A) LG; 


nous avons donc l’expression de la dérivée par rapport à A des 
fonctions de M. Weierstrass, qui sont définies par l'équation : 
D;log Al(x), = — Z,(x). Et comme on déduit de cette condition 


DZ logAl(æx);=—2,(x)=—ZL'(x+A)=— k?sn?(x + A), 


la relation précédente prend cette nouvelle forme 
— 2kk/2Dy log Al(x), = [D:logAl(x), |? +2k?xrD;logAl(x)}), 
+ D2 logAI(x)1 + k£x2+ C, 
puis en simplifiant 


2kkK"2D% Al(x);, + Di Al(x),+ 242% Al(x)h+(k2x2+ C)AI(T)h = 0. 


Dans cette équation linéaire aux différences partielles dont la 
découverte est due à M. Weierstrass, la constante C qui reste à 
obtenir varie seule avec l'indice n. Soit d’abord x — 0, on à, en 
exceptant le cas de na —1, Al(o), —1, et l’on trouve immédia- 
tement C=— D? Al(x}),; on a, ce qui est la même chose dans 
l'hypothèse x — 0, 

D£ log AÏ(x), = — k?2sn?A. 


Nous prendrons donc successivement pour ñ — 0, 2, 3 les valeurs 
qu correspondent à À —0o, K+:K’, K, c’est-à-dire C—o, 1, 
k?. Supposant ensuite » —1, on dérivera d’abord par rapport à x 
l'équation aux différences partielles, et en faisant ensuite + — 0, 
on obtiendra la condition 


C+H2k2=— DiAl(rh =1+ A, 


HodiavaeurO — "2: 
Paris, 19 octobre 1870. 


EXTRAIT D’UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. E. HEINE 


SUR L'INTÉGRATION 


DE 


L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LAMÉ. 


Journal de Crelle, t. 89, p. 9-18. 


Je viens répondre à la question que vous avez bien voulu 
m'adresser en me demandant comment l’intégrale de l'équation de 


Lamé, 
Dry =[n(n+i)k?sn?t +k]y, 


peut se déduire, dans le cas limite du module égal à l’unité, de la 
solution que j'ai donnée au moyen des fonctions elliptiques. Cette 
solution, comme vous savez, est représentée par la formule 


y = CF() CIE CONT 


où F(£) estune fonction doublement périodique de seconde espèce; 
il s’agit donc, si l’on introduit, comme il convient de le fare, la 
variable x —sné, de voir quelle transformation analytique se 
trouve amenée par la supposition de #— 1. C’est cette recherche 
que je vais faire, mais en me plaçant à un point de vue moins parti- 
culier el en considérant en général les fonctions uniformes possé- 
dant la propriété caractéristique de F(£), à savoir 

F(£+2 K)=pF(E), 

F(ë+2iK)=p'F(E), 


où et w sont des facteurs constants. Voici à cet effet l'expression 
LA ve P 


de F(£) dont il faut faire usage. 
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Je considère la quantité Delog F(£) qui est une fonction 
doublement périodique de première espèce ayant pour pôles les 
I 
Dune pan 2, 4......4etde l’autre B;, 6, …., B:; celles de ces 


racines des deux équations F(£)—o et — 0. Si l’on nomme, 


racines qui sont dans l'intérieur du rectangle des périodes, la 
décomposition en éléments simples donne la formule suivante: 


ns H'(£— x) ne H'(E — x) * H'(È— a») 

Dr logF(E) — H(Ë£—u) T His TR ren 
DU D) HG) D HE-R) 
DT ETC ES PAU CE (E— 64) 0 


À étant une constante. Cela étant, je remarque d’abord que les 
quantités a et $ sont en même nombre et qu'il faut faire m— n, 
car la somme des résidus de la fonction envisagée qui est nulle est 
précisément la différence m—n. L'intégration conduit ensuite 
immédiatement à cette expression où À, est une nouvelle constante 


H(£—a)H(E —@)...H(E — a») SW 


a RP RSS TP TS Cm AN TER à 
DU HS He MALE 6.) 


et l’on vérifie en effet bien facilement qu'on a les conditions 


F(Èt2K)=nF(E). 
F(EoiK')=uF(E), 


les multiphcateurs ayant pour valeurs 


D — e2xK 
iTu) TA 
/ Ce + 2/4K 
1e : 
si l’on pose pour abréger 
EUR RERO . + Cr 841 — Ba —. (A CNE Se Ba. 


Ce résultat obtenu, quelques remarques sont nécessaires avant 
d'introduire, comme il s’agit de le faire, l'hypothèse de # — 1. 


, re K' 
J'observe qu'alors le rapport des périodes . devenant nul on à 


— 1, les séries qui représentent les fonctions 6, H, etc. 
sont par conséquent divergentes. Mais les fonctions de 
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M. Weierstrass, définies par les équations 
Al(æ) = 


Jx2 


2K 
Mec à PE 
AI(X )3 = EE 


ont dans ce cas des limites entièrement déterminées, à savoir : 


2"? 
AÏt(e) eco 
+? . . 
= SIN 


Al(zx ): = € 





Al(th=e ?, 
Al(æ)3—= e* 


Or on trouve aisément que le rapport des quantités infinies J et K 


est Punité pour Æ = 1. La série connue 
Ke LAN Te MERE 
ARE Es er Lu VE OST 047 ONE 
\ A e A 
donne en effet 
DK | 
k! Ai — — 
A 


en n'écrivant pas les termes qui s’annulent avec £', de sorte qu'on a 


4 


K'D,K=——1 pour Æ—1. Cela étant, 1l suffit d'employer cette. 


relation 

J' = K'K— k£"?2 D'ÈKS 
ou encore 

J—= 2K + x? k'D y» nn: 


d’où l’on tire 4 
J. ;, AKDEK { 
TO — k2+ CRPGREATEE = SÉGRE DE: 3 
K K j 
5 he 1 J , \ | 
pour voir en effet qu'on a = — 1,en supposant le module égal à 


SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LAMÉ. II 


| v r F » . . . . 
l'unité. Nous avons donc les formules suivantes, qu'il fallait obtenir, 
à savoir : 


(x) 

6(0) = COSI 7, 
HER) sintæ 
FER ATEN 


H;(0) 4e) @1(0) 








RES 


Elles montrent qu'on peut écrire 


H(£—2x)  sini(£— a) 
HRK B NE Sin E (ESS EN 


et c’est de là que nous allons facilement conclure l'expression 
de F(Ë). En eflet, la relation x — sn£, donnant pour #—1, 


I since fra 





posté = 


L 


1 — x? Vi — x? 
on voit que si l’on pose semblablement 


d'= sn, 0 = sn; 
on aura 
2 


SITE) UE D: T— a 
sint(E— 8) VV 1—a2x—b 


Maintenant 1l n’v a plus qu'à employer l’expression de ef en x, 


à savoir 





2 ES OR 
CT 2 





pour obtenir la formule 


SI 





He 0 


2 


(TT — a )(T —2%)...(T — an) (==) 
(T—fb1)(r— Br)... .(m—8,) \1—x 


où C est un facteur constant. Ce résultat fait bien ressorur la diffé- 
rence caractéristique de nature entre les deux genres de fonctions 
doublement périodiques de première et de seconde espèce. Les 
unes s'exprimant sous forme rationnelle en sné, en£ et dn£, on 
obtient simplement, si l’on suppose £ = 1, une fonction rationnelle 


de æ—sn£ et de ÿ1 — x?, tandis que les autres sont le produit 
À 


À Tr 2 + 2 
) . Enfin on doit 





L2 . » l 
d’une fonction rationnelle par le facteur ( 


\ 


» 
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quer le cas particulier i i s'offre, lorsqu'un pôl 
remarquer 1e cas parucu ler important qui s olire, lorsqu un po eo 6 


a pour valeur AN L’équation COSt0E montre alors 





I 
V1 — 0? 
que K' devenant égal à =, lorsque # — 1, le cosinus s’annule, de 
sorte que b doit être supposé infini. La forme analytique de la 
H(È — x : À t(x— a 
quantilé Fr se modifie donc, elle devient At 
H(E I A V Pr a? 


résulte qu’en supposant tous les pôles de F(£) égaux à &K', on aura 


et de là 





À Le 
F(E) = C(x — a)(r — 2). an (TE) , 


C’est précisément la circonstance qui se présente dans l’inté- 
orale de léquation Déy—=[n(n+1)k?sn?ê+h]y, où la 
fonction F(£) a pour seul pôle £ — :K', avec l’ordre de multipli- 
cité n. Nous en concluons que la transformée obtenue en 
posant z — snË, 


(a2— 1) Di y +o(ai—c)D.y = [n(n +i)r MI 


a pour intégrale générale 


pes 








DCE jf H(æ)+ C' (=) IL(— x), 
\I—x, + x 
IH(zx) désignant un AE entier en æ du degré n, et À une 
constante. Mais nous n’avons ainsi que la forme de la solution, et 
il reste à obtenir la constante À et le polynome Il(x).Je ferai cette 
recherche non seulement pour l’équation de Lamé, mais en consi- 
dérant en même temps la suivante 


k? HUE 5) 


Dé y +a(n+i1) né 


EV TAY=28; 


dont la solution donnée par M. Picard (Comptes rendus, 
14 Juillet 1850) est encore 


y = CF) + GE). 


si l’on désigne par F(£) une fonction doublement périodique de 
seconde espèce, n’a yant pour pôle que £ = #K'. Sans doute les deux 
équations sont des cas particuliers d’une autre plus générale, dont 


SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LAMÉ. 13 
l'intégrale serait de même nature, aussi et dans cette prévision, je 


considérerai celle-ci 


(æ?— 1) D£y + 2(v+r)(xi—x)D;y 
=[(n—v)(n+v+i)(ai—r) +], 


où il suffit, en effet, de supposer successivement y — 0, 
= n(n+i)+h, puis y=—(n+i1), X=(n+1)— a, pour 
obtenir celles que j'ai en vue. Or on parvient aisément à la solu- 





ion, en posant 
À—v À+Y 





DIRE EE 
nous trouvons en eflet, par la substitution, cette équation très 
simple 
(æ?—1)D2z+o2(x —})Dzz— n(n+1)sz = 0. 

Elle s’est offerte dans le beau travail de M. Laguerre, sur l'approxi- 
mation des fonctions d’une variable au moyen des fonctions ration- 
nelles, qui a paru dans le Bulletin de la Société mathématique 
de France (1. V, p. 38), et nous savons ainsi qu'elle admet pour 
solution un polynome entier I(x) de degré n. Si l’on se 
rappelle maintenant que l'expression générale 


3—=(m—i1)-2(x +1) BDA[(x—1)+2(x +r1)+h] 
donne l’équation 
(æ@2—1)D2 23 +[a(x +r) + $(x —1i)+<2x]Dz3- n(n+a+b+i)z=o, 
nous en concluons facilement qu’on peut écrire 


HN 
À Er 0 





À 
(a) = (2) DEC — MAG +1] 


Cela étant, comme l’équation différentielle ne change pas quand 
on change x en — x, une première solution en donne une autre, 
et l’on obtient par suite pour l'intégrale générale 


Hey je, NY À+YV 











2 


Er 2 (x) + C'(x 1) ? (æ +1) ? IN(—>x) 


ou plus simplement 
À 


LAN 
V AR S 


(æ? — 1) y = (2 2) 1(&) + (a ) H(— x). 


@) 








VERT DIE 
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Ce résultat fait bien voir qu’en supposant la constante y égale à 
zéro, ou à un nombre entier négatif, la valeur de y appartient à 
l'expression limite des fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce, lorsqu'elles ont pour seul pôle zK'. 

Pour y — o, d’abord, nous avons immédiatement sous la forme 





prévue l'intégrale de l'équation de Lamé. 





Faisons ensuite successivement y——2m, y=— (2m+H1), 


-et posons 
H(æ) =(r—1)"N(x), 


I, (x) — (æ + 1)#(x —1)2+IiN(x), 


de sorte que I,(x) et I,(x) soient des polynomes entiers de 
degré » —, on aura en premier lieu 




















À x 
x +1)? T—1\*. 
SE M [ 
puis 
À +1 À +1 
æ+i\ À? | (æ—1\ ? 
PP I, (x C' H,(— x); 
4 (2) 1(æ) + Es 1(—æ); 
ces formules, si l’on prend en particulier y = — (n + 1), donnent 


la solution de l'équation considérée par M. Picard. Un dernier 
point qui est important me resle à traiter : Je vais rechercher dans 
quels cas les deux solutions particulières dont l’une se tire de 
l’autre par le changement de z en — x, ont un rapport constant, 
de sorte que la formule ne représente plus l’intégrale générale. 
Désignons par g une constante et posons 








on en déduit 





Cette relation montre que la fraction rationnelle du second 


membre, dont les termes sont des polynomes du degré 7», ne 


—+ I à x , 
) qu autant que cette 





N ; . A . #0 
pourra être identique à la foncuon ( 
| CR 


fonction sera elle-même rationnelle, ce qui n’arrivera qu’en sup- 
posant À entier el non supérieur à ». J'ajoute que cette condition 
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qui est nécessaire est en même temps suffisante. En prenant en 
effet pour À un nombre entier & au plus égal à nr, on a, si l’on 
désigne par X, le polynome de Legendre : 


DOS 0 700 nan t)(m 1} DEÈX,, 
OU z)=(—2)t1.2...(n—1)(x +i1)DEX,, 


de sorte qu'en supprimant le facteur D,X, commun aux deux 


termes, la fracuon devient identiquement (=). Vous avez 


donné dans votre Ouvrage sur la théorie des fonctions sphériques, 
pour ces valeurs de À qui sont la série des nombres entiers À — 0, 
1, 2, .…, A, les expressions analytiques que ma formule cesse alors 
de représenter, et les beaux résultats auxquels vous êtes depuis 
longtemps parvenu sur ce point, contiennent la solution complète 
de la question qu’à votre demande bienveillante j'ai essayé de 
traiter. 

Qu'il me soit permis, Monsieur, de vous offrir, en témoignage 
de la plus haute estime et d’une affection bien sincère, l'hommage 
de ces recherches qui ont été aidées de vos conseils et que vous 
avez encouragées par un intérêt dont je vous suis profondément 
reconnaissanL. 


Paris, 11 novembre 1339. 


POST-SCRIPTUM. 
La solution complèle de l’équation 


(at— 1) D; y +2(v +1)(x8—x)Dey 
={[(n—v)(n+v+n(r-r)+r-#]y 





peut encore être obtenue comme :l suit dans les cas singuliers. 
J'introduis la fonction 


ps +I1\X 
Ë à H(æ)—(— 11 — +), 
l 





P(x, À) = (£ nr 
qui s’anoule identiquement pour À — 4, et j'écris ainsi l'expression 
de y 


wl> 
(> 


34 E 


rs T + 1\  (æ—i ; 
C1 #7 = c =) H(xr)+ CG (=) Pr; À): 





WA 
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Cela étant, 1l suffit, en employant la méthode de d’Alembert, de 
poser À—i+e, sC'—C,, et de faire & infiniment petit pour 


obtenir 


WI: 
IS. 


IL(x) + Ci (=) D,d(x, À), 


y 
_ pue 
(RARES (=) 


À devant être pris égal à £ après la différentiation. Si nous désignons 
. dans cette hypothèse D;IT(x) par I;(z), on trouve la formule 











De) (=) nt)og ni (= | it) (= &), 


\ 


où le coefficient du logarithme au moyen de la relation importante 


CORRE NA RUE EE (=) patte Le D Lo Cr Lie 1 +8] 
on(2n—1)...(n+1)\æx+1 # 
— LE MR AIS SENAREREN sn 1 Dé (x? — 1)", 


2n(2n—1)...(n—1i+1) 
pour les valeurs 0, 1, 2, ..., n de #, se réduit au polynome entier 
2n1.2...(72—1)(æ =) DÈX,, 


Soit par exemple x = 1, ce qui donne 


CEE 





À 
(x) = %— À et (x, à) = ( ) (T—})—r—ù, 


\ 


mr 


on aura successivement, pour À — 0 et À — 1, 











Y 
> TÉL 
(æ?—1) y = GT EC, (æ 108 | 2), 
T — 





+ 2% ) 


V 
(et y = Carr Gi (VE Tlos mr 


Les seconds membres de ces égalités représentent, en sup- 
posant Æ — 1, l'intégrale de l’équation de Lamé, dans les cas où 1l 
est possible d’y satisfaire par une fonction doublement périodique 








de première espèce. Ces cas sont donnés en prenant k =—1— #?, 
— 1, — k?, et nous avons les solutions correspondantes : 
| HCE) 
Can C'snt| - gel, 
LH) D K° 
HE) RTE IR 
C cn£ + C' en rt) 
Mn 
’ 0° (En J IS K | 
Gdnë+cC ane | : — — 
ALTER 


—. - s# 


ee nn 


Ban 0 un 


ER pe he, 
éÉ 


SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LAMÉ. 17 


Or la première conduit immédiatement, si l’on fait æ —sn6, à 
l’expression que nous venons d'écrire pour À — 0, puisqu'on a 


IRC 
6) 


ES EE 2 J 


, — 





j 
RE, . > los 
H( x” dre K 
Mais 1ln'en est plus de même des deux autres qui se réduisent 
à leur premier terme, et 1l est nécessaire, pour obtenir le résultat, 


; (S ne 
de changer de constante en remplaçant C' par pr Voici alors, en 
Le 


considérant la dernière par exemple, comment j'opérerai. Au 
moyen de l'expression de Dysn £, que j'ai récemment démontrée 
dans le n° 13 du Tome XCVI des Astronomiche Nachrichten, on 


peul écrire 





dnE FOi(E) _ J—K,] __ Desn à 
Kkk® | @,(&) K 4 ] 


J'’observe ensuite qu’en développant sn £ suivant les puissances 
croissantes de £', on a, si l’on se borne aux deux premiers termes 
qui sont seuls nécessaires (!), 

ke? 


BD NT 1) nr) +... 
1 


(!) Cette valeur se trouve en partant de l’équation différentielle 


1 
Bésneonsdné—cent{cen$+X"sn"E]?, 


En développant suivant les puissances de Æ’ on en tire 


Cela étant, je fais snë — x + k°?y, où æ = sn£ pour À — 1, de sorte que 


; dx 
d£ == th, 
te 





je prend æ au lieu de £ pour variable indépendante, et il vient 
9 I 9 19 
DATE key li mt) = 1 2° + ; RETENIR TY. à, 
On en conclut, pour déterminer y, la condition 
: Fe 
Dr) = 22 + 5 2 


or l'intégrale de cette équation, si l’on détermine la constante de manière à avoir 


H. — IV. 2 
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et, par conséquent, 


Dysné = — ÉTCe—DE + œ]e 


Nous en concluons la limite de l'expression considérée 
pour Æ= 1, sous la forme suivante 


I À | . 
{2 nÈ+ x] + Vi x? Et 
2V1— +? 


ou plus simplemen U 


D y——— %; ———— (+ 2 
+ Cr } 
2 


RL | 
2 VI 7 04 IT Jia 








ainsi qu'il fallait l'obtenir. 
Je viens d’obtenir l'équation plus générale dont j'avais présumé 
l'existence 


k?sn£ cnë 


DÉ y +2(v +1) a: 


Dry =[(n—v)(n+v+r1)k2sn?t +h]y, 
qui à pour solution 
7 = CF(E) + C'F(—6), 


F (£) étant, comme pour l'équation de Lamé, une fonction uni- 
forme, doublement périodique de seconde espèce, avec le seul 
pôle £ = :K/. Mais elle n’est pas seule, etles deux qui suivent : 


snËé dn£ D 


ce ey =[(n—v)(n+v+rÆsnE+]y, 


DÉy + 2(v +1) 


cné dnË 
sn Ë 


DÈy — 2( +1) sy =[(r—v)(n+v +1) Æsnté + A] y, 


ont une solution de même forme. On doit supposer dans ces trois 
équations que y est un nombre entier positif pouvant être nul, 
et A un enter au moins égal à y. 


y = 0 pour æ = 0, est 


« ee js 
= en f te, 
0 





1— TZ? 


c'est-à-dire 
ky = (x '—-1)E + x. 


Paris, novembre 18709. 








SUR UNE PROPOSITION 


DE LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. XC, 1880, p. 1096. 


Supposons le module une quantité imaginaire quelconque, de 


sorte que l’on ait 
K—=a+tié, 
et faisons 


w|A 


, do 
D 
Jo Vi—(x+iB)sin?o 


K'= f MOMENT Re ME 
« 1—(1—4x—1$8)sin?v 


La proposition que J'ai en vue consiste en ce que la partie réelle 
LA 





du rapport K «st essentiellement positive ; on la démontre facile- 


ment comme il suit. 
Je multiplie d’abord les deux termes de la fraction par la quan- 
tité imaginaire conjuguée du dénominateur, que j'appellerai K,, 


en posant 
T 
2 


Ko= f D LME EL SR 
0 Vi—(a—if)sinte 


il suffira ainsi d'obtenir le signe de la partie réelle du produit K'K,. 
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J'emploie, pour cela, cette expression sous forme d’intégrale 
double, à savoir : 


K'K, = fe D 
o %o Vli—(i1—a—1f$)sin'o]fi—(x—:$)sin:Ÿ] 


Je mets ensuite en évidence, dans le radical carré, la partie réelle 


w|3 





et le coefficient de £, en faisant 
Vi—(1—a—ciB)sin?o][i—(x—18)sin4$|=X #78}, 
ce qui donne 


[i—(1— a) sin?@](1 — a sin?4) — B2 sin? sin?4 = X2— f?Y?, 
sin?® (1— a sin?4) + sin?4[1—(1— a) sin?o] = 2XY, 


A 
ou plutôt 
sin?o + sin? cos? = 2XY. 


Cette relation montre que les quantités X et Ÿ sont nécessaire- 
ment de même signe, et J'ajoute que X ne devient jamais nul. La 
condition XYŸ —0o ne peut être satisfaite en ellet qu'en posant 
o—0, —0. Or on conclut de la première relation 1 == $2Y? 
pour X—o; par conséquent, c’est le facteur Ÿ qui seul peut 
s’évanouir. Après avoir ainsi établi que X ne change jamais de 
signe, nous remarquerons qu’à l’origine des intégrations la racine 
carrée est prise positivement; ayant donc X —1 pour 9 —=0o et 
4 — 0, il en résulte nécessairement que, pour toutes les valeurs 
devet d, X et Ÿ sont des quantités positives. L'expression con- 
sidérée 
Hs 


ce [fre ef 1 pue 


ED 520 0 


w|a 
| 
w| À 


montre donc non seulement que la partie réelle de K’K,, et par 
K' Te Re | 
suite de K’ est positive, comme il fallait l’établir, mais encore que le 


coeflicient de £ dans ce rapport est toujours de signe contraire 


à B. 


Le cas particulier du module réel et supérieur à l'unité échappe 


à la méthode précédente, qui suppose essentiellement $ différent : 


CEE 
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de zéro. Mais alors, £'? étant négatif, 1l est évident qu'on a les 
expressions suivantes : 


K—A<+iB, K'=A 


où les quantités À et À’ sont positives. On en conclut sur-le- 
champ 

RAA 10. AA iBA. 
RUN B AT ERAN A: Bt 
et notre proposition se trouve ainsi établie dans toute sa géné- 
ralité. 


SUR 


LA SÉRIE DE FOURIER 


ET AUTRES REPRÉSENTATIONS ANALYTIQUES 


DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE RÉELLE. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. XCI, 1880, p. 1018. 


Les développements des fonctions arbitraires d’une variable en 
séries trigonométriques et autres ont été, depuis Fourier jusqu’à 
notre époque, le sujet d’un grand nombre de travaux, parmi 
lesquels doivent être mentionnés tout d’abord ceux que notre 
illustre confrère M. Liouville a publiés dans le Journal de Mathé- 
matiques, seul ou en collaboration avec Sturm. Nous rappellerons 
ensuite le Mémoire célèbre où Dirichlet a donné la première 
démonstration, entièrement rigoureuse, de la série trigonométrique 
de Fourier pour le cas des fonctions ayant un nombre fini de 
maxima où minima. M. Lipschitz, dans un travail d’une grande 
importance, intitulé De explicatione per series trigonometricas 
instituenda functionum unius variabilis arbitrarium, et præ- 
cipue earum, quæ per vartabilis spatium finitum valorum 
maximorum et minimorum numerum habent infinitum, dis- 
quisttio (*), a ensuite établi que la formule de Fourier subsiste 
pour certaines classes de fonctions qui ont un nombre infimi de 
maxima et de minima. Enfin M. Paul du Bois-Reymond, en don- 


(!) Journal de Borchardt, t. 63. 
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nant d’autres classes de ces fonctions, a fait voir qu'il existe des 
cas où la présence de maxima et de minima en nombre infini rend 
inapplicable la formule de Fourier. 

Mais on est allé moins loin pour les autres genres de dévelop- 
pements, et, à l'exception de ceux où figurent les fonctions 
sphériques et les transcendantes de Bessel, la possibilité du 
développement n’a pu être encore établie d’une manière suffisam- 
ment rigoureuse. 

Dans un Ouvrage que j'ai l'honneur de présenter à l’Acadé- 
mie (!) au nom de l’auteur, M. Ulysse Dini, professeur à l’'Uni- 
versité de Pise, la théorie de ces divers genres de développements 
est traitée, quelle que soit leur diversité, sous un seul et unique 
point de vue, qui donne à la fois les résultats de M. Lipschitz et 
de M. du Bois-Reymond pour la formule de Fourier, les dévelop- 
pements au moyen des fonctions sphériques et des fonctions de 
Bessel, ceux dans lesquels figurent les racines d’une équation 
transcendante sous les signes trigonométriques, et enfin ces nou- 
velles séries dépendant des fonctions elliptiques sur lesquelles je 
m'étais borné à quelques aperçus dans mes Lecons de la Sor- 
bonne. La méthode employée se fonde d’une part sur la considé- 
ration des résidus des fonctions uniformes d’une variable complexe 
et de l’autre sur certaines intégrales définies que M. du Bois-Rey- 
mond a introduites le premier, et avec le plus grand succès, dans 
ses belles recherches. C’est à ce savant géomètre qu'est due la 


remarque importante, qu'il existe un nombre infini de fonctions 
b 


o(x, h), telles que l'intégrale 1 o(x,h)dx a pour À infini une 
0 


limite déterminée, qui est + G ou — G, suivant que b est positif 
ou négatif, G étant une quantité indépendante de b. On en conclut 
que, sous certaines conditions relatives à f(x), l'intégrale plus 


b 
générale f r)o(z, h)dxa pour imite G/(+ 0) ou — Gf(—0) 
0 


suivant le signe de b, en admettant que les quantités f(+ 0) ou 
f(— 0) aient une signification entièrement déterminée. 
Ces considérations délicates, dues à M. du Bois-Reymond, 


(!) Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle funziont di 
una variabile reale; Pise, 1880. 


24 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


jouent le principal rôle dans les démonstrations de la possibilité 
des développements, l'emploi des résidus servant à donner, comme 
Cauchy l’avait depuis longtemps montré, la forme même des déve- 
loppements. Les questions si difficiles dont je viens de parler ne 
sont pas les seules qui soient abordées par M. Dim. L'auteur, en 
suivant la voie ouverte par les beaux travaux de M. Heine, géné- 
alise des résultats obtenus par l’éminent géomètre sur la formule 
de Fourier ; 1l montre aussi que tous les développements dont il a 
fait l'étude présentent le même degré de convergence ; 1l s’occupe 
enfin des conditions sous lesquelles on peut les différentier ou les 
intégrer terme à terme. Cette indication succincte suffira, je pense, 
pour appeler l'attention de l’Académie sur l’Ouvrage de M. Dini. 
où la méthode et la plus grande clarté se joignent à un talent d’ana- 
lyste extrêmement distingué. 








SUR UNE FORMULE D'EULER. 





Journal de Mathématiques, 3° série, t. VI, 1880, p. 5-18. 


Une lettre de M. Fuss, publiée dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques de M, Darboux (mai 1839, p. 226), contient sur 


: | V1- x* fs : 
l'intégrale [EE dx, un résultat obtenu par Euler et qui est 


x Es 
bien digne de remarque. Il consiste dans la réduction de cette 
quantité à lintégrale d’une fonction rationnelle au moyen de la 
substitution 

ne VAE CRET TEE 


pv2 


? 


et c'est, je crois, le seul exemple qui ait été donné d’une telle 
transformation pour une expression dépendant des intégrales 
ellipuüques (t). 

Je me suis proposé, en étudiant ce résultat d’'Euler, de recon- 
naître s'1l tient à la valeur particulière du module propre à l’inté- 


Der 
grale [ == Où Si, étant d’une nature plus générale, il ne 


1 d4 





(1) M. Raffy m'a fait autrefois remarquer qu’un autre exemple, également 
emprunté à Euler, se trouve dans le Calcul intégral de Bertrand (p. 53). La 
différentielle 

(1+ x?) dx 
(1 — x?) V/1 + x" 
prend la forme 





L dp 
V2 Vi+p 
quand on pose æ — 1+vitapi ou bien p — sue 


pv? 
RUES 
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mettrait point sur la trace d’une catégorie de formules 


f(x?) dx : 700 ne , 
ere réductibles par une substitution algébrique à 


l'intégrale des fonctions rationnelles. C’est en effet ce qui a lieu, 
comme on va le voir par l’analyse suivante, qui est très facile. 


I. Je rattacherai d’abord la forme analytique de la substitution 
d'Euler à la relation 
VAzi+:Bz+ 0 
P TR  , 
x V2 
d’où se tire l’équation 


Axt+o(B—p')r?+ C=o, 
puis la valeur 
; p°—B+ypt—2B p?+ B?— AC 
T—— = A À 


WA 


el enfin, par l'application des formules connues, 


7 Vp?— BE VACREV DE B= VAR 
2 À 
On voit en effet que, en prenant Axgt+ 2B2?+C=xi+ 1, 
. 1 . . 
il suffit de changer p en Ë pour obtenir expression 
RE V1 Dr Wap? 
p V2 
Je remarque ensuite que dans l’équation du second degré en æ#?, 


. . ,’ CG A 
le produit des racines étant =, on a en même temps 


A 
re p?—B+Vypt—2Bp?+ B?2— AC 
He À 
C __ p?—B—ypt—2Bp?+ BAC 
A T2 À ; 


Par conséquent, toute fonction rationnelle f(x?) telle qu’on ait | 
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s'exprimera rationnellement au moyen de la variable p, et, si l’on 
remplace cette condition par la suivante 


fe) ( Re); 


J(2?) = v(p)vp'—2Bp?+ B?— AC, 


(p) étant encore rationnelle en 7. Ainsi nous trouverons. par 


on aura 


exemple, 
C — 
Ag? — — 9 ÿ/pt—2Bp?+ B'— AC, 


2 
MA 





de sorte que, la différentiation de l'équation 


VAzt+2Bz2+C 
RÉ 
æ V2 
donnant 
dp Axt—C 


ER —  ————— —  — ———_— À 
dx x? VAzi+o2Bz?+Cy2 
nous pourrons écrire 


dp _ Vavpt—2Bp?+ BAC 
Di rpobaie Co 
ou bien 
dx NT dp 
VAztroBat te ya ypt—2Bp+B— AC 


Maintenant, :l suffit de multiplier membre à membre avec 


lPéquation 
f(x?) = o(p)Vp*—2Bp?+ B?— AC 
pour obtenir 
DR CR ARE æ?) dx nd 
VA x! + 2Bzx?+ = 7: 
f(x?) dx 


RE où f(x?) est telle qu'on at 


res): 


est donc ramenée, par la substitution considérée, à celle des fonc- 


L'intégrale 
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tions rationnelles. En particulier, on aura 


[Re GERS 
(re) rer /2 ONE 





c’est-à-dire la formule d'Euler. 


II. La méthode d'intégration des fonctions doublement pério- 
diques qu’on tire de la décomposition en éléments simples de ces 
fonctions conduit par une autre voie au résultat que nous venons 
d'obtenir. 

Supposons, en effet, 


Azt+9Ba+C—=(1—x)(1 — k2x?), 


et soient z — sn6, puis f(x?) — F(Ë), de sorte qu’onait 


[== = [F(E) dt. 
(1— x?)(1 — Lx!) 


La condition que doit vérifier f(x?) devenant 





LA 


=): 


on voit que la fonction F(£), qui a pour périodes 2K et 2:K’, 
satisfait à légalité 
F(E+iK) =—F(E) 


Cela étant, je dis qu’à l'égard d’une telle fonction on peut prendre 
pour élément simple la quantité 


LA 
Dz log sn cnédné, 


sn € 
Nous avons d’abord 


De log sn(£ + 2K ) —+ Dslogsné, 
Dg log sn(£ + &K') =— Drlogsné, 


et il est aisé de voir qu'à l’intérieur d’un rectangle, renfermant 
l’origine des coordonnées et dont les côtés parallèles aux axes des 
abscisses et ordonnées sont 2K et K’, il n’existe que le seul pôle 


€ — 0. Tous les pôles de la fonction, étant, en effet, les racines des 


| 
| 
| 
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équations H(£) = 0, O(£)— 0, ont pour expressions 


—=92mkK+o2om'ik, 


VX YJYYr 


—2mkK+(2m+i)cK. 


Or il est clair que, pour les valeurs entières de m et m', ces 
formules, à l’exception du pôle £—o, représentent des points 
extérieurs au rectangle. Cela étant, il suffit, en raisonnant comme 
Je l'ai déjà fait ailleurs, d’égaler à zéro la somme des résidus de la 
fonction doublement périodique 


F(z)Dzlogsn(£— 3), 


dont les périodes sont 2K et :K/, pour arriver à la formule 
suivante : 


F(£)=Z2[ A Delogsn(t — a) 
+ AD} log sn(Ë—a)+...+ An DEC og sn(t —a)]. 


Le signe > se rapporte à tous les pôles de la fonction F(£) qui 
sont à l’intérieur du rectangle considéré, et l’on suppose, pour 
l’un quelconque de ces pôles, £ = à, la relation 


É | 1 I I 
F(a+e)= A +AiDe-+...+AnDé—, 
en se bornant à la partie principale du développement. 
Cette expression de F(£) donne immédiatement 


JFG) dE = SLA log sn(E — a) 


+ AiD£log sn(ë— a) +...+A,D£ logsn(ë—a)|], 


- etil est aisé de voir que, dans le cas spécial auquel nous avons été 

amené, où l’ona F(Ë)—f(sn?£)et par conséquent F(— £)— F(#), 

les quantités placées sous les signes logarithmiques, ainsi que les 

autres termes du second membre, s'expriment rationnellement par 
æy2 

I 


V2P au lieu de p. En effet, l'intégrale étant une fonction impaire, 


cné dnË 


la variable p — Te 


ou bien p — , en mettant 


ion rh 
nous pouvons écrire, en changeant Ëen —£, 


— fr & — Z[A logsn(t + a) 


— A\Delogsn(£+a)+...+A,D£ log sn(ë + a)], 
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et cette équalion, retranchée de la précédente, donne 


Cie 
3 fFE&= 54 loge) 


°sn(t+a) 


+ EA;Drslogsn(é —a)sn(i+u) 


Dans cette nouvelle formule figurent les dérivées successives 
sn (Ë— a) 
—— € 
sn(£+a) 
Dslogsn(êé—a)sn(£+a), qui l’une et l’autre d’abord s’ex- 


d’ordre pair de deux fonctions différentes, log t 


priment comme :1l suit en p. On a, en effet, 


sn(£—a)  sn£cnadna—snacnédne 
sn(£+a) snëcnadna+snacn£ dnË 


cnadna—psna 
RP PR NE ASE ER 
cnadna<+psna 


puis 

2 snécné dn£(i— Æ?suta) 

Dslog sn(é—a)snt tea = 

HgEsn Re ) (1— A? sn? a sn’£)(sn?£ — sn2a) 
2p(i1— k?snta) 

| cu?aunta — p?sn?a 


Remarquons maintenant qu'en différentiant deux fois une 
relation de la forme 


JE) = p(p) 


on en bre 
id /à 4 d \ 2 l d° 
JE) = (P(T) +9 (pb) TE 


Li 
BL qu'on a 














dp I 
—— = Ken? — — 2 2 )2 
Feu k? sn?? TRES (+ kÆ2+ p2)}—4k?, 
æd p 1 

er [es [a 9 
FER fe 2 CNE dnë (4 sn Ë + un 





9 9 L 3 Ve 
== 2 p (42 sn? + a) = 2p(i1+ «+ p?); 


par conséquent, f"(£6), puis, de proche en proche, toutes les 
dérivées d’ordre pair, seront des fonctions rationnelles de p. 


L'intégrale s'exprime donc rationnellement au moyen de cette … 


variable, comme nous avons voulu le montrer. 


à 
ee. 
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III. La formule de décomposition en éléments simples qui vient 
d’être obtenue, 


F(£)=Z2[ A Delogsn(ë — a) 


+ A, DÉ logsn(t—a)+...+A, nr log sn(£— a)|, 
d’une fonction satisfaisant aux conditions 


F(ê+2K)=—+F(E), 

HU ARUE RE (E) 
peut être regardée comme appartenant à la théorie générale des 
fonctions doublement périodiques. Sous ce point de vue, il est 
visible qu’elle constitue seulement une des trois formules d’un 
même système, dans lequel les quantités 


Dzlogsné, Dslogen£, Dzlog dn£ 


jouent successivement le rôle d'éléments simples. Je vais établir 
succinctement les deux autres, qui concernent deux nouveaux types 
de fonctions doublement périodiques, F, (£) et F,(Ë), caractérisées 
par les conditions suivantes : 


FE + K +iK')—=—F,(É), 
F;(È + ee CAE enr Pit), 
puis 
F,(£+ K)=—RF,(E), 


Fa(E + 2iK) = + F(Ë). 


Elles se lient en effet à l’étude de la substitution d’Euler, qu’elles 
nous conduiront, comme on le verra, à étendre et généraliser 
d'une nouvelle manière. 

Je me fonderai, à cet effet, sur les équations élémentaires 














; Pie LÉMET 
cen(s + K + :K°) = — — ) 
k'cnz 
' Ji 
or LA L 
cn(z+K—1K ) = + 
| k cnz 
EL 
dos = K) = ; 
( ) dn z 


dn(z+2iK') —=—dn3z, 
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qui conduisent aux formules suivantes : 


D; log en(z + K + :K') = — D: log cnz, 
D, log cn(z + K—:K')— — D;logecnz, 


puis 
D, log dn(z+ K)—— D.log dns, 


D, log dn(3 + 2iK) =+ D,log dnz. 
Cela posé, j'observe d’abord; à l’égard de la quantité 


cnz 
D- log en(z + K)= + ———, 
sn z dnz 


que les pôles donnés par les racines des équations 


HSE", Le PA 
sont 
3=2mK+2om'ikK, 


3=(2m+1)K+(2m+i)cK". 


Je remarque aussi que le parallélogramme ou plutôt le losange 
dont les sommets, ayant pour affixes 


0, K—1K!, "2 KR EETRS, 


sont par conséquent tous des pôles ne renferme à son intérieur 
aucun autre de ces points. Cela posé, qu’on déplace ce losange de 
manière à lui faire contenir l’origine des coordonnées; les trois 
autres pôles, qui étaient des sommets, se trouveront en dehors de 
la figure, et l’on voit qu'à l’intérieur du losange la fonction 
D;log cn(z+ K) a un seul et unique pôle z — 0. On verra aussi, 
relativement à la quantité D,log dn (z + K +:K'), qu'elle n’a 
pareillement que le pôle z—=o à l'intérieur d’un rectangle 
contenant l’origine et dont les côtés parallèles aux axes coordonnés 
sont K et 2 K’. Cela établi, nous formerons ces deux expressions 


F;(z)Dslog cn(+— K— 2), 
F:(3)Dslog dn(£ + K + :K'— 3), 


qui sont doublement”périodiques, la première ayant pour périodes 
K+:K', K —:z:K/, et la seconde K et 2/K’. 

En égalant à zéro la somme de leurs résidus correspondant aux 
pôles qu'elles possèdent, la première à l’intérieur du losange, la 
seconde à l'intérieur du rectangle des périodes, on parvient aux 


FI 


= OO 
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formules suivantes, où l’on a mis dans les premiers membres £ — K 
el € — K — :K/ au lieu de Ë, à savoir : 
F;(Ë—K) — Z2[ A"Drlogcn(t— a) 
+ A! Délog en(Ë — a)+...+ A, DT! log en(ë— a)], 
FE K:K')—%[ A’ D: log dn(ë— a) 
+ A1 DE log dn(Ë — a)+...—+ A, DE! log dn(£— a)]. 


Dans ces relations, on a continué de désigner par é— a l’un 
quelconque des pôles des deux fonctions; on a supposé encore 


I I / } 
MOSS AD. +", ASDE-, 


et de même 


PU: : I À I 
Fra + e) = A"- + A D.- +...+ A! DE -,. 
È € 5 € 


en se bornant à la partie principale des développements. Elles 
s écriraient plus simplement en représentant les pôles de F,(£) 
par a+ K et ceux de F,(£) para+ K +:K/; nous aurions, en 
effet, 


D 2 AD; log cen(E = a) 
+ A! D? log en(£—a)+...+ AnDE log cn(£— a)|], 


F,()=S[ A’ D: log dn(E— a) 
+ A’ Dé log dn(£—a)+...+ A, DE log dn(i— a)|. 


On en déduit, en intégrant par rapport à £, 


fric a = 21 A' log cn(£— a) 
+ A Dslog cn(—a)+...+ A, DE log cn(£— «a)], 
[F0 


et de ces expressions nous allons tirer des conséquences analogues 


£[ A”  logdn(£— a) 


+ A Drlog dn(£— a)+...+ A, DE log dn(£ — a)], 


à celles que nous a données la formule 


| fF@æ=xt À  logsn(é—a) 
+ AiDrlogsn(t— a) +...+ A,DE logsn(ë— a)]. 
H. — IV. 3 
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IV. Introduisant, à cet effet les conditions 


Eee) ce Fiver 


el posant successivement 


sné dn£ 
PER 

1 cn Ë 
snécn£ 
D = ——— ) 

? _ dnË 


on démontrera exactement, comme au paragraphe If, que les 
quantités placées sous les logarithmes, ainsi que les autres termes 
des seconds membres, s'expriment rationnellement au moyen des 
variables p. Soit donc, comme nous l’avons fait en commençant, 


Q 
Il 
un 
[= | 
SYY 


posons également 
F1(E) = Ji(x?), 


F2(E) = fa(z?), 


où f, et f2 sont des fonctions rationnelles de #?, de sorte qu’on ait 


fric de = (ar, 
U Vai—ax?)(1— 2x2) 


J F2) dé = [ar 
: Vi—x?)(1— k2x?) 


Nous nous trouvons amené à celte conséquence que les substi- 


Lutions 
sn£ dné æyi— 2x? 
EEE eEeCe———— 
à cnEË Vi— x? 
snËé CnEË x Vi— x? 


tar dn Ë _ Vi—kzx 


ramènent ces intégrales à celles des fonctions rationnelles en p. 
C’est ce que nous allons démontrer directement, mais aupa- 
ravant nous tirerons des caractéristiques relatives à la périodicité 
de F,(£) et F,(Ë) les propriétés algébriques correspondantes des 
fonctions f, (x?) et f:(x?). 


SUR UNE FORMULE D'EULER. 


© 
ST 


Recourant, à cet effet, aux formules 





qui donnent 


sn?(E + K+:K') = 
sn?(£+K) — 
nous en concluons les deux équations 
ei) fes 
fa?) = (ES) 
Considérant maintenant, pour fixer les idées, la seule intégrale 


f(x?) Lise | | 

——- 2) G— a) dx; je tire d’abord de la substitution qui la 

concerne l'équation 
2x — (p+i)r?+p?= 0, 

d’où la formule 

M Vpaue- np 


2 2 
Je te ensuite que, la seconde racine étant L- ou 
- 1— x 
bien ———— , nous pouvons écrire 
k?(1— x?) 
1— A27? _ pi+i—ypt—9(24?—1)p? LEUR 
k2(1— 2?) 2 4? 


De la propriété de la fonction f, (æ?) résulte donc qu’elle prend 
des valeurs égales et de signes contraires lorsqu'on y remplace x? 
par ces deux expressions, de sorte qu’on peut poser 


fitæ?) = p(p)Vpi—2(2k—1)p?+1, 


en désignant par o(p) une fonction rationnelle de p. En multipliant 
: membre à membre avec l'équation suivante 


dr dp 
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qui se trouve facilement, on obtient, après avoir intégré les deux 


f1(æ?) dx 1 É 
SE d L 
PATTES) de: 


La proposition que nous voulions établir se trouve ainsi 
*__fa(a?) dx 
conduirait exactement au même calcul. En résumé, on voit que 


membres, 


démontrée, etilestévidentquelasecondeintégrale 


les trois quantités 
f(x?) dx fi(æ?) dæ 
mm a 
J V(1—zx?)(1— k2x°) Vi — x?)(1 — 222) 
fe(æ?) dx 
Va —æ?)(i— 422?) 


où les fonctions rationnelles f, f,, f: satisfont aux conditions 


f(a?)=—f ue 
ha)= | | | 
Pa) = RE): 


1— 27? 
se ramènent, si l’on fait successivement 


V—zx2)(1 _.kK?x?) 
VXÉTO RIRE SRE 
æ 


p= 


xVi— k?x? 
P+ EE? 


Vi— x? 


er 


DE 5) 
£ Vi 2x? 


à l'intégration des fonctions rationnelles; et comme on tire de ces 
relations 
Fe 5 MONS NUE 


Vpi+2kp+i+Vpt—2kpæt, 


2 k 


LE VAÆp?+op+i+ VRP 2pEi 
LORS ble CODE Er en 


) 
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nous voyons aus5l que le type analytique de la substitution qu'Euler 


————————— 


; : se, , : V1 + 
a découverte et appliquée à l’intégrale particulière fs dx se 
J 1— xt 
conserve en nesubissant qu’une modification légère pours’appliquer 


à des cas plus généraux et plus étendus. 


V. Les formules de décomposition en éléments simples des 
fonctions doublement périodiques désignées par F(£), K,(E), 
F,(£) sont susceptibles de beaucoup d'applications. Si l’on désigne 
par » un nombre entier, on verra facilement qu'on peut faire 


F (£)= cn(4m+o)£, dn(4m +2), 
F,(£) = sn(4m +2), dn(4m+oa)é, 
Fa(Ë)=sn(4im+a)l,  cen(4m+o2)é, 


et l’on observera que la même quantité, sn (4m + 2)Ë par exemple, 
possède à la fois la périodicité de F,(£)et F,(£). Je n’entrerai 
point maintenant dans le détail de ces applications etje terminerai 
cn£ dnË 
REP PSN J 
sn £ 


qui ramène à l'intégrale des fonctions rationnelles, / F(£) dé, ne 


 cetteétude par la remarque suivante, La transformation = 


contenant rien qui se rapporte à la fonction F(£), sera donc la 


même par exemple pour les deux quantités / en 2 dE et | dn 2ËdË. 

: L dz t dz LAS ; 

D cles deviennent - | = et - | -——— si l’on fait 
SA NV ET US ET 

Sh2Ë— 3; par conséquent, on ramènera à la fois ces deux inté- 

grales à celles des fonctions rationnelles en exprimant 3 au moyen 


de la variable p. On trouve facilement 


2p 


— 


d Vp*+2(i+ R)p+G—Æe) 


puis ces relations 











Vi 2 p—1+ 4/2? 
— 3° —= 2 4 TE ONU CHERE RS SR RME ES 
Vp*+2(+#)p + (1 — 42)? 
Vi— #23? p?+i— #2 
RE 
pirate Æ)p+t— AR 
te ROSE) ET Re 


3 
2 


se OST ES ER CA 
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et l’on en ture bien les réductions annoncées : 


| 


Re jf D? D USPNE 
= —_—_———î"——_—_——— —— — dp. 
voue Jp 2( ie) PROMESSE 
its Re, p?+1i—k? 

Vas mn mem 





EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. U. DINI 
SUR UNE 


REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES FONCTIONS 


AU MOYEN DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 


Annalrt di Matematica, 2° série, t. X, p. 137-144. 


La question du développement des fonctions en série dont les 
; H(x + a) O(x+b) 
CN 
| O(x) (x) 

en prenant pour les constantes & et D les racines des équa- 


Lermes sont proportionnels aux quantités 


ions @’(x) —o et H'(x)—0, m'a beaucoup préoccupé lorsque 
j'ai commencé à étudier l’équation de Lamé. Mais je me suis 
bientôt engagé dans une autre direction et J'ai renoncé entiè- 
rement à chercher une démonstration complète et rigoureuse des 
nouvelles formules de développement. De mes premières tenta- 
tuves 1l ne reste que bien peu qui puisse vous intéresser, el voici 
seulement ce que j'ajoute aux lecons dont M. Mittag-Leffler vous 
a donné le résumé au moyen des formules 


| ! —— ‘TC 
2K cata =D Leot Te 7 + miK°) + cote (æ _— mik')] 





2 K 





2 A T ; PRET : IT 
E— = COt— + > ot = (re nrK EE cot —=(T—nIkK. 
A n(x) 2 K | 2, K,: ) >K ) j 


HOD SUDDOSe 72 — 1, 9, 0, ..…, 2 —2, 4, 0,...., j] établis direc- 
tement que l’équation 9'(x) — o a pour seules racines réelles des 
multiples de K, et pour racines imaginaires, x =nK<+1w, les 
quantités w étant en nombre infini et comprises successivement 
entre deux multiples impairs consécutifs de K’. Si l’on fait abs- 
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traction des maltiples pairs de K, on peut donc écrire a = 0, 
a = K et a — iw. Pareillement, on trouve b = K, b = iw,s ayant 
une infinité de valeurs renfermées entre deux multiples pairs 
consécutifs de K'. La démonstration de ces résultats est fort simple 
comme vous allez voir. Faisons x —Ë +1 dans l’expression 


de Sn afin de la mettre sous la forme À +:B, et considérons 
T 


principalement la partie réelle À. La formule élémentaire 


; 7 sin24a — sin2t0 sin2 4 — sin 210 
CORNE ÇOOTTOQOŒvVPohUpUpOOO 
Vue 2sin(a—+—1b)sin(a—1b) 2mod?sin(a—+1b) 


donne facilement 


Â= sin —-.S, 
K 


où S représente la série suivante 


a ——— + re 


mod? sin —(ë + «w + mK'c) mod? sin — (£ + w — mK'1) 
2 K 2 K 





dont les termes sont tous positifs et qui ne sera jamais nulle. 

On ne peut donc avoir À — o qu'en supposant £ multiple de K, 
par conséquent les seules racines réelles sont à = 0, a =K et les 
racines imaginaires sonttoutes de la forme a = iw, ou a = K + iv. 
Mais nous avons, en posant z = K + re), 


RAID AT S ù pes 
nr (x) => 823K 


. 1 I 
OUR ÈS F 2 
K IT k 
cos + mK') cos (w — mK') 








(® + mK') + tang = DK ne — mK')] 


el cette expression ne peut s’'évanouir pour aucune valeur de w, 
les termes de la série qui y entre étant encore tous positifs. Ayant 
ainsi prouvé que les racines imaginaires sont comprises dans la 
formule à — iw, je tire de la relation de Jacob: 


(zu, A/R et AS H;(w, £') 


l'équation suivante : 


1, Cu, 40) Tu) 


H,(w, #) ° oKK — 
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De cette forme bien connue résulte immédiatement l'existence 
d'une infinité de racines w, comprises chacune entre deux racines 
réelles consécutives de l'équation H,(w, #')—o, c’est-à-dire 
entre (2p — 1) K'et(2p + 1) K’. Enfin j'ajoute qu'il n’y a dans 
ces limites qu’une seule et unique racine. Soit en effet 
© — 2pK'!—+ 0, nous aurons 


Ho, #7  v RD, 
0 RO KR UE UN? 


or le premier membre de cette équation décroit continuellement 
lorsqu'on fait croître ù de — K’' à + K', la dérivée par rapport à 
kÆ2sn2(v, k') 


Hu, £).,.:3 I mn dn?(v, Æ) 
MO A) K sn?(o+K,4)  K cn?(v, 4)? 
À : J . À J' 
changeant Æ en Æ' et observant que = devient par là 1 — — 
K K 
j obtiens 
D HP), ti dn?(v, £) À + k2sn2(v, «'). 
OR 0 chui é) CUT KR Tento, 4) ? 
ajoutons enfin la quantité KE et nous trouverons le résultat 
| CO r 


donné au moyen de l'équation de M. Weierstrass OMR TR AREA 


La même méthode s'applique sans qu'il y ait rien à changer à 
l'équation H'(+x)—o et conduit immédiatement aux conclusions 
que J'ai énoncées. Elle montre aussi qu’en considérant, au lieu 
de 9"(x) 

8(x) 
sont supposés réels et positifs, à savoir 





» l'expression plus générale, où les coefficients 4» et b»h 


(x) =) [æ cot KC + miK') +8, cot x ( — mik | . 


l'équation I (x) = 0 aura toutes ses racines de l’une ou l’autre de 
ces deux formes, x — iw, x — K + to. Et dans le cas de am — y», 
la première forme subsiste seule, l'équation n’admettant alors 
d’autres racines réelles que x — o et x = K. 
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J'ai essayé de m'éclairer sur la nature des éePPESS des 
fonctions donnés par les formules | 


ANRT S : 8'(a)= 0, 


O(r+b) ; F4 
G(&) =S BR —— TT | H'(b)= 0, 


-.en cherchant des cas où les coefficients À et B s'expriment sous 
forme explicite. En général, on a 


sf Hiz-ba)H(e—a) 7 18 Hz — a} 


O(7) 8(x) 
*K 8(æ+b)@(x—b) __  8(æ— 
ÿ J “Tr 18m) Do it Vi GS — 


et J'observerai d’abord qu'au moyen des expressions suivantes 


H(x+a)H(r—a)  @?(a) | @ (a) D Se | 





@?(æ) ” kÆ82(0)[ *8(a)  *8(x) 
O(æ+b)8(x—b) H?(b)[, 8x) H'(b) 
92(x) Æ82(0) | * @(x) ’H(b) 


et en employant les conditions 4'(&æ)—0o, H'(b)=o, nous 
obtenons 


2K 


f HE 0) AE RO NRERES (as 
D7: e?(x) kk 

a 8(x+b)e(x—b) rH(b)H") 
J o(æ) NT kk' 


Il semble donc convenable d'écrire désormais 


k'H 
F(z)=Ÿ A Kk'H(x+a) 





E(a)e"(a)8 (x )” | 
kk'8(x + + PU } 
G()= DB H(b)H"(6)8(x) | 


afin d’avoir plus simplement 


2K 
H ee 
ARR AE [ Fi) LOTS 
TJ, O(æx) 
2K \ : ! 
: x — db) : 11 
Pb . f CCR TEE 
Te ESA QE) 
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Cela posé, je dis que ces intégrales s’obtiendront lorsque les 
fonctions F (+) et G (x), étant supposées uniformes, satisfont aux 
conditions 


F(x+2K)=—F(x), F(x+oiK')=uF(x), 


G(z+2K)=+G(x), G(x+o2iK') = pG(x), 


où est un facteur constant, et n'admettent qu'un nombre fini de 
pôles dans le rectangle des périodes 2 K et 2 iK”. 


. = TT D red) pa OCTO) 
On voit en effet que les produits Née UT de 


sont des fonctions doublement périodiques de seconde espèce pour 
lesquelles le multiplicateur relatif à la période 2 K est l’unité. Par 
conséquent l'élément simple de ce genre de fonctions, qui est en 
(x + w)ekx 8(z+x) 
O6(x) QO(zx) 


général ; se réduit à l'expression Rempla- 


à 7 8(T+w) 
cant la constante Q par sa valeur qui est RME PSS (1 RE MR 
l Ë O(x) 
correspondant au pôle x = :K', nous ferons 

È TU) 
; H'(o)8(x + w) —— 
(02) = €" 
DE H(w)8(x) 
n désignant alors par D (x) l’une ou l’autre des quantités 
En d tal par D l l’autre d l ut 


H(xz— a) 
e (7) 


 8(z — bb) 
UTP ETES Sete) 
a(x) 


F(æ) 
on aura 


PT) ZE LR f(z— a) + Rf'(r — a) +...+ R; f(x — a)], 





les coefficients R du premier terme étant Îles résidus de D (æ) qui 
correspondent à tous les pôles de cette fonctuon, x — + 1K' 
situés à l’intérieur du rectangle des périodes. 

De cette expression résulte l’intégrale cherchée, à savoir 


2K 2K 
f Pr) dr = ER [ f(t=a)dr, 
A, 0 

puisque les autres termes disparaissent comme prenant la même 
valeur aux limites. On a d’ailleurs, à cause de la condition 
f(æx+2kK)=f(x), et en admettant, comme il est nécessaire, 
qu'aucune des quantités f(x — x) ne devienne infime lorsque x 
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croît de zéro à 2K., la relation 


2K 


2 2K 
[ ft u)dr = Î (add 


0 0 


IL suffit donc d'employer la formule donnée par Jacobi, à savoir 


iT na 
2K H'(0)8(r+w) GE 
\ RESIS MONDES CR ENTREE SRE 
T H{w) 8(x) sin (w + 2nik' 
D} 





où À représente tous Les nombres entiers positifs et négatifs, pour 
obtenir immédiatement 





[ ftæ) AL = — , 


0 


et par suite 





Je remarque enfin que la constante w se déduit du multiplicateur y 

__ir£ 
et des quantités à et b de la manière suivante : Posant = € S 
H(x— a) 
MT 


? 


vous voyez que les multuiphcateurs de F(x) et de 


x 8(x —b ARS + a > 
Gi) ==", relatifs à la période 2:K', sont respectivement : 


2Af t AE ; nous avons donc, dans le premier cas, 
& — 6 — a et dans le second 6 —E£ — b. 
J'appliquerai ces résultats en supposant en particulier 
D H(z+ËE+h;) 
F (æ) — H(z+é+h) , 
F O(r+h) 


Mer O(z+i+h 
Cia ARR ELLE 
Ua O(r+h) 
ir 
Ces expressions donnent l’une et l’autre —=e \ ; cela étant, 


nous avons à calculer les résidus des deux fonctions 


H(x+it+hk)H(x— a) O(z+i+h)8(x —b) 
O(r+h)8(x) ” O(æ+h)O(x) 


taime 
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qui correspondent aux pôles æ—4#kK/, æ—iK'h. Pour la 
première, ces résidus sont 


E(a)O(E+h) Rie—t) _ 8(E)(a+h) iu—E) 
H'(o)H(X) ° H'(o)H(4) ‘ ; 
d’où 
Dee sn) eee à) ait: 
H'(o)H(A) 
La seconde donne ensuite 
H(8)H(E + h) et _ H(E)H(b+h) ann 
H'(o) H(A) H'(o)H(A) 


et l’on en conclut: 


LT » 
- b—Ë£) 


SR __ H(d)H(E+ A) — H(£)H(b+A) TK 
n H'(o) H(4) 





Au moyen de ces valeurs et en remarquant qu'on a obtenu tout à 
Pheure w — € — à et w — E — b, il vient 


2 


2k | | 
|; — UE 7% eu: t\a \ 
= f Ha) D ax = PER)8(E + R)—0(E)8(a + h) 
s qi H'(0) H(2) sin = 


T 





Ka) 
puis 
Lf Gte EE Papas en ns) H(b+h) 
2) H'(o) H(A) sin — TE —b) 





Nous avons en conséquence, en posant pour abréger 


nn KkK'H(x + a) 
SEE O(æ)8(a)9"(a) 


__ AK@(x+8b) 
y 
les formules suivantes : 
ME À) =Y O(a)O(È+h)—8({)8(a+h) 


! à AGE $ 
8(z+h) H'(o)H(h) sin (E— « 


Q(æ+E+h) =Y H(È)H(b+h)—H(b)H(E+ Ah) 


re R o(æ, OÜ), 
FRE 1) H'(0) H(A) sin (E — à) 


} 
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dans lesquelles x et À doivent être limitées de manière qu’en 
faisant x —a+ib,x+h—a+ib, il est nécessaire et il suffit 
que f et b restent compris entre + KE IR 

On en tire ensuite, au moyen de différentiations par rapport à h, 


les développements des quantités 


pr Hiz+é+h) n2(T+E+h) 
MN TIC ET ENT © @(r+h) 


Enfin en différentiant la seconde par rapport à Ë et faisant 
ensuite £ — 0, nous parvenons à l’élément simple des fonctions 
| E'(xh) 
O(x+h) 
par conséquent au développement en série de ces fonctions, par 


doublement périodiques de première espèce, à savoir et 


les quantités 6 (x, D). 

Tels sont, Monsieur, les quelques résultats que j'ai rencontrés 
dans une question à laquelle vous avez consacré des recherches 
beaucoup plus approfondies que les miennes. Me bornant à ce que 
j'ai trouvé, j'ai des doutes, je vous l’avoue, sur leur valeur ana- 
lytique, les formules précédentes ne me paraissant guère que des 
identités à ajouter à tant d'autres dans la théorie des fonctions 
elliptiques. Aussi me permettrez-vous d'ajouter encore un mot sur 
ce sujet si intéressant des nouveaux modes d'expressions des 
fonctions par les transcendantes elliptiques. Un résultat obtenu 
par M. Gylden et que l’éminent géomètre a publié dans les Comptes 


rendus, consistant en ce que l'équation linéaire 


dy Æ snx cnx d 
Pr En ne tete + u? dn?æ.y = 0 


a pour solution 
y = Gsinpmamzæ + C'cosuamx, 


m'a suggéré la remarque suivante : La fonction u — amæ, qui est 


réelle et n'admet qu’une seule et unique détermination pour toute 
valeur réelle de la variable, offre cette circonstance qu’elle croît 
constamment avec x de — à + «, en prenant successivement les 
valeurs 4 —0,r, 2®, etc. pour æ— 0, 2K, 4K, etc. C’est ce qui 


, ; du » Se: : 
résulte en effet de l'expression de — qui est la quantité toujours 
dx - 


positive À amæ. Faisant donc la substitution u — amx, dans les 
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équations 


T Lg , Tr 
cos pu cosqu du = 0, cos?pu du = —; 
» 

DA > 


EG | 


et les autres analogues, où p et g sont des entiers inégaux, on 
trouvera ainsi 

2K 
| ji cos pamæ cos gamx Aamæ dx = 0, 


(l 
2K 


f cos? p ax À amæ dx — 


. RS | 
ETAT 70 ; 


2 


MANS IS us rn el ex ele et ele s, el ele 6 00,0, 5e 4; + 


N'y aurait-il point là l’origine d’une généralisation de la série de 
Fourier 
F{x)=Z(A,cospr +B,sinpr), 


par la formule 


F(xr) = Z(A, cos pamzx + B, sinpamzr)”? 


13 septembre 1880. 





EXTRAIT 
D'UNE 


LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. MITTAG-LEFFLER 


SUR 


QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS. 


Journal de Crelle, t. 91, p. 53-78. 


L'importante proposition à laquelle est désormais attaché votre 
nom dans la théorie générale des fonctions a fait le sujet d’un 
travail de M. Weierstrass, publié dans le numéro d’août 1880 des 
Monatsberichte, et dont j'ai fait l'étude avec le plus vif intérèt. 
L'illustre géomètre, qui est parvenu par une voie simple et rapide 
à démontrer votre théorème, l’énonce comme il suit : 

Soit f(x), f2(x), .… une suite indéfinie de fonctions ratuonnelles, 
telles que f,(x) ne devienne infinie que pour x = &, et supposons 
que, les modules des termes de la suite indéfinie 4,, @>, .… allant 
en croissant, on ait la condition limite a, = æ pour y infini. On 
peut alors toujours former une fonction analytique uniforme f(x), 
avec le seul point singulier +, n’ayant d’autres pôles que a, @», . .. 
et telle que la différence # (x) — f,(x) soit finie pour x = &,. 

En réfléchissant à la méthode donnée par M. Weierstrass, j'ai été 
conduit à suivre une marche un peu différente et à quelques 
remarques que je vais vous communiquer succinctement. J'ai consi- 
déré d’abord la dérivée logarithmique d’une fonction D(æx), holo- 
morphe dans tout le plan, de sorte que les fonctions raton- 
nelles f(x), f2(æ), ... soient simplement 
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Deux hypothèses m'ont paru devoir être faites. Je supposerai 


; . J I 
dans la première qu’en retranchant de ———— un polvnome P, (x 
af q Ré AUD RUN v(æ) 


NT 
dont le degré a une limite supérieure finie et indépendante de v. 
que je représenterai par 2 — 1, etposant 


Miri= nue" Ex), 


la somme | 
F(x)= Fi(x) + Fr) +.. 


remphisse les conditions de l’énoncé. Dans la seconde, j'admets au 
contraire qu'il soit nécessaire que le degré des polynomes P,(x) 
augmente au delà de toute limite. Ceci posé, vous voyez en premier 


heu qu à l'égard de la dérivée d’ordre n, D? —— æ'(x) 


IE pa} les polynomes 


entiers P,{x) disparaissant, on est amené à Ja SÉeN 

(ay— æ)"F1 
qui par conséquent doit être convergerite. De cette observation 
fort simple découle la remarque suivante. Admettons que pour une 
certaine valeur du nombre entier n la série 


I I 
a 
moda#+i mod a+ mod ati 


remplisse cette condition, et posons 


"#4 w/ 
P,(x) = = D 
& «, &., 
on aura 
I < AL 
at UT yen nr 
dy — XL ad), (4y— ZT) 


et par conséquent 
f fa Eee nee æ) 


Or en exceptant seulement les pôles, je dis que cette fonction 
sera finie, pour toute valeur de la variable. Ecrivons en effet 


I 


CA 
114 fi — 
; &y 


f(x) ee x't 
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et considérons la série formée avec les modules de tous les termes, 
à savoir 
1! 


Fe 
moda!T! mod (: — a) 
a 


À 


À partir d’une certaine valeur de y, telle que le module de 4 
V 


soit inférieur à l’umité, on aura indéfiniment 


æ æ 1 
mod pen Le —_ mod?) d’où —_————— 
A, 2A TL “A 
2e , . mod (1— À) 1 mod 


dy 


we I 
de sorte que les termes sont ceux de la série convergente > or 
V 


muluipliés par des facteurs dont le maximum peut être rendu aussi 
voisin qu’on le voudra de l'unité, à partir d’une certaine valeur 
de v. Ayant ainsi démontré que f(x) est une fonction analytique 
avec l'infini pour seul point singulier, je m’arrête un moment aux 
séries divergentes à termes positifs 2w,, qu’on transforme en séries 
convergentes en élevant ces termes à une même puissance. Sup= 
posant comme le demande la règle de Gauss l'expression rationnelle 


Uyis VE avh-l+ ... 





EE ———— } 
Uy VAR G'YÀ LAS 


admettons que a'— a soit positif et non supérieur à l'unité. La 
série sera divergente, mais ayant 





uÿ 41 vak navrii-1+ ... 
= 
uÿ vit na'viki+... 


on voit qu'il suffit de déterminer n par la condition n(a'—a)> 
pour que la transformée Zu, soit certainement convergente. Il est 
cependant des cas où, si grand que soit n, Eu, a toujours une 


: + : J 1 

somme infinie. Soit, en effet, w,— Gss’elt prenons la somme à! 

: OS YV . 

partir de y—=2. La fonction ATEN étant continuellement décrois- 
oO 


sante avec la variable, nous emploierons la règle de Cauchy qui 


. ao 
: ; 4 ont dx Ë 
consiste à reconnaitre si l'intégrale l rez) est finie ou non. Or 
2 


L 
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ai 


Le) 
re LV JOB | 
elle devient f » Si l’on fait logx — 14; sous cette nouvelle 
log 2 


forme on reconnaît immédiatement qu'elle est infinie, et nous en 
concluons que, quel que soit n, la série 
I : I SU ( 
(log 2) (log3 )2 7 (logv}r 
est divergente. Nous justifions ainsi l'hypothèse admise et qui est 
maintenant à considérer, où le degré du polynome P,(z) doit 
croître indéfiniment avec le nombre y. 
Soit alors 





[ bu V1 
PyÉr)=— ++... + mL 
[44Y d,, d,, 
on aura 
: ! GE 
RE — — — P;(x) =  ————— 
Ay— T ay(ay— x) 
el par conséquent 
Z És 4 T2 TY 
F(r) = D 
A(4i—T) AS(A3— x) a(ay,— +) 


Or une telle série établit l'existence d’une fonction analytique, 
car à l’exception des pôles, elle est convergente pour toute valeur 
de la variable. En effet, la racine du degré y du terme de rang y, est 


la quantité LEE dont le module a pour limite zéro, lors- 
a,( a, — x) 

qu'on suppose y infini. Votre théorème ainsi démontré dans ce cas 

de la dérivée logarithmique d’une fonction holomorphe conduit à 

la décomposition en facteurs primaires de ces fonctions holo- 

morphes dont la découverte est due à M. Weierstrass. En effet, 

Pexpression 


(x) + 








\'ayant plus de pôles, est dans tout le plan une fonction holo- 
norphe, qu’on peut représenter par G'(x); et de la relation 


D'(z / 
F(x) + Den Ca), 
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je conclus, en faisant ®;(x) = P;(x) dx, la formule 
0 


. + 5 0e ee 6/0 + 5 es 0 00e 


.. 


J'aborde maintenant les fonctions uniformes non holomorphes 
dont les résidus sont des constantes quelconques; et je supposerai 


d’abord que les infinis soient tous simples, de sorte que les fractions 
R; R 
rationnelles f,(x), f:(æ), ... seront ———;, ———; ... Comme 
Ji ( ), f(x), ay #2 as 
précédemment je fais une première hypothèse en admettant que; 


pour une.certaine valeur du nombre entier », la série 


d —— Bi d ——— Re ET 
mo art SO ag snodocn LENS PTE) = 


soit convergente. Faisant alors 





puis 


ou encore 


R, x’ ER. 
à V 
J(z) = À — EE Le > AIME 
al (ay—x) aÿti(r— sn 
x a 
Y 


il suffit de comparer les deux séries 


| at 
moc PTE , 








pour reconnaître comme précédemment que la convergence de [0 
première entraîne celle de la seconde. Nous établissons ans 
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lexistence de la fonction analytique # (x) et j'ajoute qu’on doit 
aussi regarder comme entièrement démontrée l’existence de ses 
dérivées des divers ordres, attendu qu’elles sont données par des 
séries convergentes pour toute valeur de la variable. Désignant 
donc par $;(æ) ce que devient f(x), si l’on remplace les cons- 
lantes R, par R}, et admettant la convergence des suites 

2 


NA R, 
mo at? 


On aura successivement 
I , ; 
Zrilesr— m]=#(e) 


9 I I (1 EE n/ à 
DE: a io Py()] —$:(x), 


Nous en Uurons, en faisant pour abréger - 


B,(x) = R,P,(r)+ RiP! (x) + = R2 P' (x) +... 


la relation suivante, où je suppose expressément que le nombre 
des fractions simples n’augmente pas indéfiniment avec y, restric- 
ion que n’exige pas votre méthode n1 celle de M. Weierstrass, à 
savoir 


0 0 1 Gi ; 
= (x) + f(x) + -Ja(r) +... 


G 


Le second membre donne comme on voit une fonction analytique 


telle que si l’on retranche la somme 


R, R! Ro 


TETVTITOLE Î RE SE AE de dr 2, 
dy—T  (ay—t)? (ay—x} 






c'est-à-dire la fraction rationnelle la plus générale qui ait la 
qnantité 4, pour seul pôle, la différence cessera d’être infinie 
HUr 2 — a. 

C'est à ce même résultat que je dois maintenant parvenir en me 


4 à s RO R 
plaçant dans la seconde hypothèse, où les diverses séries : È? mod 
: A 
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sont divergentes pour toute valeur de n. J’admettrai en premier 
lieu que les infinis soient tous simples, de sorte qu’on ait 





IN CAE —— ; en faisant alors de la manière la plus générale 
GE x° 
3 æ æwy 1 
Py(T)= — + = ++ —; 
dy (4 2 CO GR 


4 


la question est de déterminer les nombres entiers w, par la condi- 
uon que la série 


I R,æ® 
De — re P,(æ)] => as (4y— x) 


soil convergente dans tout le plan. Soit à cet effet 


modR,= [mod a, ]|?; 


nous ferons deux parts de cette série, en réunissant dans la première 
les termes où p, est négatif ou nul, la seconde comprenant les 
termes où 9, est positif. Considérons les modules des termes et, 
pour ne pas multiplier les notations, représentons-les ainsi 


(mod x)w, ” > (mod x )®, 
(moda,)®+?p, mod(a,— x) : (mod a, )®-P mod(a,— x)’ 





en admettant, ce qui est le seul cas à envisager, qu’elles aient une 
infinité de termes. 

Cela posé, on voit immédiatement à l'égard de la première, 
qu'on la rend convergente si l’on prend pour w, un enter positif, 


tel que w,+ p, ne soit pas moindre que y, et j'observe, à cette 


LY 


occasion, que la propriété de la série > dont je fais 


aÿ(ay— 
usage a été déjà signalée par M. Weïerstrass au commencement de 
son Mémoire Sur les fonctions analytiques uniformes d’une 
variable. 

Passant à la seconde, je pose 


moda,= (moda,-;)*, 


de sorte que l’exposant 4 soil supérieur à l’unité. Le module du! 
terme général devenant ainsi 


(modæ )®, 
(mod a,;_31)4w,-p) mod(a,— x)? 


QT 
Qx 
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faisons 
A (y — Ov) = 0), + €, 


2, étant une quantité positive telle que w, soit un nombre entier, 
et que cet entier ne soil pas inférieur à y. La quantité précédente 


æ \UW, 
mod ) 
Œdy1 , 


DENT ER I ELU CU Nue lil OU 
(mod a,;_1)mod(a,;,— x) 


eut alors s’écrire 
P 





et l’on voit que sa racine de degré y a zéro pour limite pour » 
infini, de sorte que nous oblenons encore une série convergente 
qui définit une fonction analytique. La valeur de w, donnée par 
| Pexpression 








-i- 
| Œ—1 4 — I 


| peut se mettre sous celle autre forme 
log modR, 


Op = —— © + û,, 
log moda,— log moda._; 





| 
en prenant 9, de manière à obtenir un entier non inférieur à y, et 
quant au premier de ces nombres correspondant à y —1 et que ne 
détermine pas cette formule, il est clair qu'on peut le prendre 
arbitrairement, et le supposer par exemple égal à zéro. Enfin je 
remarque que la convergence de la série, par laquelle nous défi- 


nissons la fonction f(æ), subsiste dans ses dérivées, de sorte que 


nous démontrons à la fois l'existence comme fonctions analytiques 







de f(x), f(x), f(x), ete. Nous pouvons donc, comme plus haut, 
construire une fonction telle qu'en en retranchant la fraction 
rationnelle unipolaire la plus générale 


R, PER E 


lé reste soit fini pour x — 4,. 

C’est une seconde démonstration de votre théorème que Je vous 
offre, mon cher ami, après votre illustre maître, en témoignage de 
mes sentiments de sympathie et d’estime pour votre talent. De ce 
héorème dont M. Weierstrass a fait si Justement ressortir l’impor- 
ance, je vous indiquerai une conséquence pour la démonstration 
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d’un des plus beaux résultats donnés par le grand analyste dans 
son Mémoire sur les fonctions analytiques uniformes d’une 
variable. C’est un de mes élèves, M. Bourguet, qui a exposé dans 
son examen de doctorat la méthode suivante pour arriver à 
expression découverte par M. Weierstrass d’une fonction (x), 
ayant une infinité de pôles et un nombre déterminé de points 
singuliers essentiels. 


Soit encore F(x) votre fonction, et posons 
P(æx) + F(x) = (+), 


de sorte que cette nouvelle quantité n’ait plus aucun pôle, mais 
seulement 7 points singuliers essentiels C4, Co, Ca, ..., Cn. Gonsi- 
dérez une circonférence de rayon R, ayant son centre à Re et 
renfermant les points c d’une part et de l’autre le point æ. Autour 
des points c décrivons des circonférences de je infiniment pelit © 
et représentons les intégrales de la fonction — se . effectuées le 


long de ces circonférences par 





soit pareillement 





JR? 


l’intégrale relative à la circonférence de rayon R; je partirai de la 


relation suivante : 


2ir (x DAS es LUE see 


(Re 








où le signe 2 se rapporte aux divers points cy, C», ..., Cr. Cela 
posé, soit pour obtenir les intégrales qui les concernent 


3—c+opoeîit, 
On aura 





HS) = PI MOSS 


T—C—0 


Employons maintenant, dans l'hypothèse de & infiniment petit, 


la série 
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qui sera convergente en supposant æ aussi voisin de € qu'on le 
voudra, et soit pour abréger 


217C 


il : 1 LA 
= f [M(c+peit)(peit)r+i dé, 
2e ; É 


nous aurons celle expression 


f as =oix| #2 A UORE EE Ver FRS een 


pit T—C (æ— cc}? É (æ— cc)! 








Faisons donc 
G(x) = JT Jon... HJ,rr+., 


a | 


on pourra ainsi écrire 











; Les : LAS re 
or 1l est visible que G ) étant fini, pour toute valeur de x, 


sauf x = c, G(x) est une fonction holomorphe ayant l'infini pour 
seul point singulier essentiel. Notre relation nous donne en 


k U (23 
(x) — > G : - = — cie) 
T —( NAN RATES 


( 


conséquence 








or l'intégrale du second membre se rapportant à une circonférence 
de rayon aussi grand qu’on veut, la série 


T AL 


1 ! ! ! 


D] e La WC == d 
2 glit+1 


I 








| 


LS 


LU) 


sera convergente pour une valeur arbitraire de x. Elle donne donc 
naissance à une fonction holomorphe et nous parvenons bien à la 
formule de M. Weierstrass 


(x) =Yc(— ) 


en faisant entrer sous le signe X cette dernière fonction qui a pour 





point essentiel l'infini. De la même manière sans doute s’établirait 
la proposition plus générale que vous avez donnée en 1857 dans 
les Mémoires de l’Académie des Sciences de Stockholm. Mais 
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j'aborde une autre question en vous développant davantage ce que 
je n’ai fait qu'indiquer dans ma dernière lettre. 

La notion analytique de coupure, que Riemann a le premier 
introduite dans la théorie générale des fonctions, me semble avoir 
une origine entièrement élémentaire et s’offrir comme d’elle-même 


t ; 
FUEL) 
ARR es 2} 

| GK(E,3) 


“ lo 


dans l’étude de l'intégrale 


sous le point de vue que je vais poser. 

Je suppose, en premier lieu, que dans l’intégration la variable & 
soit réelle et aille en croissant de #, à £, et J'admettrai aussi que les 
fonctions F(4,z)et G(#, :), pouvant être réelles ou imaginaires, 
soient holomorphes en £ et z. 

Cela étant, la fonction 


t 
CADRE") 
Ds "11 
(z) à Cr 


aura une valeur unique et finie pour tous les points du plan, à 
l'exception du lieu qu’on détermine par la condition G(4, z) = 0. 
Cette équation fait correspondre à la série des valeurs réelles de t, 
croissant de {4 à £,, un nombre tantôt fini, tantôtinfini de portions 
de courbes ou de courbes entières suivant les cas, indiquant ainsi 
les points du plan où l'intégrale ne donne plus la valeur de la 
fonction. Mais ces courbes ont une signification plus impor- 
tante; elles conduisent à la notion de coupure d’une manière 
facile comme vous allez voir. Soit la courbe de la figure d’une d'elles 





rapportée aux axes rectangulaires OX, OY et M un de ses points 
pour lequel on a {—6, 3— €. Je vais calculer la différence des 
valeurs de ® (2), aux points N et N', pris sur la normale en M à 
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des distances infiniment petites MN, MN’ égales entre elles, et 
le caractère analytique auquel je veux parvenir résultera de ce 
que cette différence est une quantité finie. 

Formons d’abord l’équation de la normale en partant de la rela- 
uon (X—zx)dr+(Y —7y)dy —o, où X et Y désignent les 
coordonnées de la droite et x et y celles de la courbe, que l’on 
suppose fonctions de £. On peut la remplacer par les deux 
suivantes : 


À étant une indéterminée réelle; on en ture 


LR Er Eeuter 


et par conséquent 


Maintenant l'équation de la courbe étant donnée sous la forme 
G(£, 3) — 0, nous en déduisons 


TR DEC (22) 
En excluant donc les cas où l’on aurait pour certaines valeurs 
P 
panucuhères de. & et de 3, D,Git, z)—0, ou D,G(£, 3) —0, 
l’affixe d’un point quelconque de la droite sera 
P I q 


D; G(4, 3 
2 = 3 - À : Ce l 
D:G(4,2) 
Faisons ensuite, afin de séparer les quantités réelles et 1ma- 
ginaires, 
MALE? UE, = D + LG 
D: G(#,3) / 1 


el nous aurons pour la normale les deux équations 


X=7—xXg, 
Y = 7 + Xp, 


qui donnent lieu à la remarque suivante. 
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Supposons d’abord p différent de zéro, je nommerai direction 
positive la partie de la droite qui, au delà du point de rencontre 
avec la courbe, s'élève indéfiniment au-dessus de l’axe des abscisses, 
et direction négative l’autre partie. On voit que p étant positif, la 
direction positive s'obtient si l’on fait croître À de zéro à l'infini, 
l’autre étant donnée par les valeurs négatives de l’indéterminée, 
tandis que ce sera l'inverse dans l'hypothèse de p négauf. Faisons 

-.en second lieu lhypothèse de p — 0, de sorte que la normale soit 
parallèle à l’axe des abseisses. La direction positive sera alors celle 
de la partie positive de cet axe, et s’obtiendra en donnant à À des 
valeurs de signe contraire à celui de q. 

Cela établi, soit pour plus de clarté 


DGSE 


D: G(E£, 3) = QE 


et supposons qu'en M on ait 1 —0, :—<%. L’affixe du point N 
situé sur la direction positive de la normale sera donnée, pour une 
valeur infiniment petite et positive de À, par la formule 


5) 


où #, étant l’unité en valeur absolue, a le signe de p lorsque p 
n’est point nul, et dans le cas de p — 0, le signe de — g. 
Cela posé, faisons encore 


D: Et) = RES) 


1 
en négligeant les infiniment petits du second ordre, on aura 


F(4, 3) F(4,t) + ce). CORRE 


O(P, CIS 
ee Ie POSER ÉTÉ OES 
GR S)E BUORENRESES 


Enfin mettons pour abréger P et Q au lieu de P(8, É)et Q(8, €); 


ces expressio ns donneront 


tonte : 
QF(4, C)+ieÀPR(E£, O 


ME JR ot eau 


Passant ensuite du point N à son symétrique N’, il viendra, par 
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le changement de À en — À, 


dt, 


n ; 
RD OEM) PRG 
BON) = f QG LC) — AP Q(E, 0) 


et, après une réduction facile, 


PRES : à / 7e > 
DN)—D(N)= [SLR ECS) GAOR(CO],, 


k Q2 G2(4,€) + 2 P2 Q7(4, €) 


Voilà donc la quantité dont j'ai maintenant à déterminer la 
valeur. C’est comme vous voyez une intégrale singulière, puisque À 
doit être supposé infiniment petit, et nous avons à considérer 
uniquement les éléments infinis donnés par les valeurs de la 
variable, qui annulent G(4,5). Or, une telle valeur est 4 — 0; 
j'ajoute qu'entre les limites {= 44, t —t;, l'équation G(4, )— 0 
ne peut avoir aucune autre racine £ =’. Cette circonstance ne 
s’offrira en effet qu'’autant que 3 —& sera un point double, et alors 
devront avoir lieu, comme il est très facile de le reconnaître, les 
conditions 


PRO; DG(ir3)— 0, D: G(6,3) = 0; 


contrairement aux restrictions qui ont été faites pour obtenir 
l'équation de la normale. Il suit de là que nous pouvons poser, en 
négligeant le carré de € — 6, 


GE) = (1-2 0)P, 


puis remplacer immédiatement par 0 la variable £; on trouve ainsi, 
en simplifiant, l'expression si connue où el y sont des quantités 
positives infiniment petites : 

on 2/7 09, 0) Et a À _ 2tmeF(0,0), 

| 1 CR RME EL) PE P(0,€) 

Ce résultat met en évidence, pour les courbes telles que celle de 
la figure, le caractère analytique de coupures à l’égard de la fonc- 
tion D(z3). La discontinuité est même d’une nature plus complexe 
que celle qui joue un si grand rôle dans les travaux de Riemann, 
puisque la différence des valeurs de la fonction aux deux points 
en regard Net N' n’est plus seulement une constante, mais varie 
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avec la position du point M. Par là se trouvent rattachées à des 
considérations élémentaires, qui s'offrent, je puis dire nécessaire- 
ment au début du calcul intégral, les vues exposées récemment 
par M. Weierstrass sur le mode d'existence des fonctions de 
l'Analyse. | Sur la théorie des fonctions (Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences de Berlin, août 1880).] J’essaierai tout 
à l'heure d’y revenir, mais je veux immédiatement faire une appli- 
cation de la formule obtenue à un exemple qui permette de vérifier 
le résultat. 
Soit 


1+—26c0s23 + dl? 


“ ta sinz 
b(3)= | ue PERLE 
0 


on trouve sur-le-champ que les coupures sont les droites 
æ=(2k+1)r, 


k étant entier; mais 1l faut bien remarquer que chacune de ces 
droites est dans toute son étendue une coupure, pour l’une et 
l’autre des intégrales 


{ 


a sin z . {a sin z 
—————— dd! et ———— dt, 
n 1+26c052Z + £? : 1+ 26 COS3 + é? 


qu'il faut par suite considérer successivement pour obtenir la 
variation de P(z). Soit en effet Ê — (24 +1)r + té et pour fixer 
les idées supposons Ë positif; à cette valeur de E correspondent 
deux valeurs de #, l’une plus petite que l'unité 8 — e"Ë et l’autre 
plus grande 4 — ef. Nous avons en conséquence, pour la première 


MERE es FR aineF(0 
intégrale, une variation que la formule générale "ne 
e 
des réductons faciles et en remarquant que € —— 1, donne égale 
à re-45, Pour la seconde on obtient par un calcul semblable rec; 


il en résulte que 


, après 


PIN’) — PIN) = (ef + e-aË), 


C'est ce que je vais vérifier au moyen de la formule de 


Legendre, 
1° ta sin 3 3p TSsinaz 
J, 1+o2écosz+é  sinar : 


G ) 
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où l'on doit supposer la partie réelle de 3 comprise entre — 7 
el + 7. Mais nous avons évidemment (2: + 2) =D (<); ce qui 
permet d'obtenir la fonction dans tout le plan et va nous donner 
les valeurs de 

PON') = Pf(24+i1)r +iE— À], 

PIN) = Df(2K +i)r +i +]. 


Observant que la quantité infiniment petite À est positive, 
je retrancherai de l'argument de la première 247, et de l’argu- 
ment de la seconde 2(Æ4<+1)7. Cela fait, il est permis de 
poser À — 0, et nous trouvons immédiatement 


Tsina(—T+1é) 


Tr sina(r+1£) 
a ———— }; 2? 


SInaT 


Sin AT 
d’où 
P(N')— P(N)= 27 costaË — r(eaË + e—aë), 

On voit ainsi, pour le dire en passant, combien une observation 
plus attentive de résultats de calcul intégral, depuis longtemps 
connus, aurait pu aisément conduire aux notions analytiques nou- 
velles de notre époque. 

La notion de coupure se présente de la manière la plus simple 
dans un cas particulier que je vais maintenant considérer. Soit f (4) 
une fonction uniforme qui ne contient pas 3 et ayant un nombre 
fini ou infini de pôles. Si l’on pose 


{ 
d(s)= f DEC 2Ÿ dr, 

FA 
vous voyez qu'à chaque pôle correspond une coupure représentée 
par un segment de droite parallèle à l’axe des abscisses, ou par 
cette parallèle tout entière si les limites sont — æ et + co. Cela 
étant, la formule générale 
aime F(6,6) 


DANONE 


s'applique seulement dans le cas des pôles simples. Désignons 
l’un quelconque d’entre eux par p, l’affixe € du point M de la cou- 
pure se détermine en posant 0 += p; nous observons ensuite 


que si l’on fait 
F(£) 





) 
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on aura 
P(t,3) = CES); Q(t, 3) = G(é+%); 
d’où 
ARTE SN 
CE 


ainsi € doit être supposé égal à + 1. Nous trouvons donc en chan- 
geant les signes des deux membres 





2m F(0+C) 2ir F(p) 
P — [ ER 
DEN APURUECEES GP) ? 
A | A a F(p) AA ET PRE \ 
ODA IQUENUtES est précisément le résidu de f(t) correspon- 


dant au pôle p. Le résultat ainsi obtenu subsiste quel que soit 
l’ordre de multiplicité, on le démontre aisément comme 1l suit. 

Considérons la fonction rationnelle, ou plutôt le groupe des 
fractions simples 


R | Pi À R’ sl 
RU" ue 
bep WRI EE MENT EESSSE : 
qui est tel qu’en le retranchant de f(t), la différence seit finie 


ROUDILE= DNLLISSL clair qu'à l’égard de la coupure attachée au 
pôle p, on obtiendra la différence D(N) — D(N’), en substituant 





cette fonction rationnelle à f(t). Or, la fracuon simple = con- 
/ ‘ D 

duit, comme nous l'avons dit, à la quantité constante — 2iTR; 
, I A L ’ 

pour les autres termes de la forme ———— on à à considérer 


(4 — p}?+1 
l'intégrale 


fi I 1 1 
J (t—0+zA)rrt (t— 0—3A)rr1 ? 


en faisant 3 — 0 — p, où Ü est quantité complexe entre t, et 4,. 
La valeur rationnelle de l’intégrale indéfinie, à savoir 


a l I I 
lee 


montre qu’elle s’évanouit avec À, de sorte que nous avons simple- 
ment 
PCN)— P(N')—— oirR. 
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Ce résultat est susceptible de beaucoup d’applications ; en pre- 
mier lieu je vais en déduire, en supposant que f(t) soit une fonc- 
lion rationnelle, la valeur de l'intégrale définie 


TAN 


7 — wo 


Partant pour cela de la fonction 
+ co 
P(z) = f(t+ 3) dt, 
Je remarque d’abord qu’on a 


—+- 00 
Dis) = Î[ J'(E+ 3) dz. 


CP 


el par conséquent ®’(3) — 0, si l’on admet, comme il est néces- 
saire, que f(£) s’annule pour des valeurs infinies de la variable. 
On voit ainsi que D(z) est une constante indépendante de 3, mais 
cette constante, qui reste la même entre certaines limites, change 
de valeur en passant d’un intervalle à un autre, comme on va voir. 
Nommons a,+1b5, ai +ib,, ..., ay +1b, les pôles de f(t), 
rangés suivant l’ordre croissant de grandeur des coefficients de £, 
et Ro, R;, ..., R, les résidus qui leur correspondent. Les cou- 
pures de (3) seront les parallèles à l’axe des abscisses, repré- 
sentées par les équations a+ 105 —=t+3, a +ib=t+3, ... 
Du bien, _en-faisant z— x +iy, Y—<+b,, y—+b;, ..…, 
et ces parallèles pourront se trouver en partie au-dessous et en 
partie au-dessus de l’axe des abscisses. Cela étant, dans tout 
Pespace situé au-dessous de la première, y —+0,, la valeur 
de D(z) ne change point et peut s’oblenir par couséquent si Pon 
Suppose z——. On a donc alors D(3) — 0, la fonction f(t) 
élant nulle pour une valeur infinie de la variable. Franchissons 
maintenant la première coupure, D(z) s’augmentant de la quan- 
lité — 257 R, devient égal par suite à — 227 R,;. En dépassant 
la seconde 7 — b,, on trouvera pareillement D(z)——2:7r(R,;+R,), 
et, si l’on continue ainsi de manière à atteindre l’espace illimité 
au-dessus de la dernière coupure y — b,, nous obtiendrons pour 
celte dernière région 


P(z) ie 227 (Ro + Ri +. + R;) 
H, — IV. 2 
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Mais alors, comme pour la première, la valeur de D(3) se trouve 
égale à zéro en faisant 3—+c, d’où ‘la condition bien 
connue ÈR — 0, qui exprime que le degré du numérateur de 
la fonction rationnelle est inférieur de deux unités au degré 
du dénominateur. Ce qu’on vient de voir donne pour tout le plan 
la détermination de D(z), et nous en concluons l'intégrale pro- 
posée sous la forme 


P(o)=— 267 Ro+ Ri+...+ Rx] = 257 [Ress + Ress #R;] 


en supposant que la dernière des coupures située au-dessous de 
l’axe des abscisses soit y — by. Et en même temps se trouve sous 
forme d’intégrale définie l'expression analytique d’une fonction 
qui représente dans l'intervalle de deux coupures consécutives 
une constante qu’on peut prendre à volonté, et dont la valeur en 
dehors du système des coupures est zéro. Soit, pour abréger, 
P = &o + Lo, Pa = Gi + 101, ..., et posons 


Co LE C1 — Go fé Co — Ci 0 Cas 
Ê— Do  — Pi {= ps lp} 





J(t) = 
ou bien 


Co(Po— pP1) He C:( pi — pa) ” be Cn=1(Pna-1— pr) : 


L) = — | = +... ; 
J() CE — Do} Es Pr) Nm LEE (Œ — Pn1) (Ë — Pa) 


la foncuon 
I 


P(2z) — fl PU 


DTA 





aura pour valeur — C,, entre la première et la seconde coupure, 
— C, entre la seconde et la troisième, et enfin — G,_, dans le 
dernier intervalle. Remplaçant enfin ces constantes par des fonc- 
tions arbitraires de z, à savoir F,(z), F,(z), . . Rx); “on 
parviendra à l’expression suivante : | 


pirb(z)= Fo(s) PE 
7 JR CES 


+ © 
: (P2 — p1) dt 
AA Jia Gp 2 
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par laquelle ñn fonctions diverses sont successivement représentées 
dans les intervalles considérés. 

Ce résultat peul se généraliser si l’on suppose que la variable 4 
cesse d’être réelle pour suivre un chemin déterminé, les droites 
qui figurent les coupures ayant alors pour transformées des lignes 
courbes dont la nature dépend de ce chemin. De là me semblent 
résulter pour la conception générale des fonctions en analyse des 
conclusions semblables à celles qu'a obtenues M. Weierstrass en 
se plaçant à un point de vue bien différent, dans un travail du plus 
haut intérêt sur la théorie des fonctions publié par l’illustre 
géomètre dans les Comptes rendus de l’ Académie des Sciences 
de Berlin (août 1880). 

… Je vais encore traiter de la même manière que précédemment 
la détermination dans tout le plan de la fonction 

2T +0 
P(3) — J(t+ 2) dt, 
ou 

où f(£) est une expression rationnelle en sin£ et cost sans partie 
entière el qui est par suite finie pour des valeurs imaginaires 
infinies de la variable, On voit tout d’abord que (3) est une 
constante, puisqu'on à 


2T +( 
(3) = f. J'(t+z)dt=f(ar +to+z)—f(t+ 3) 
un 

eb par conséquent ®’(3) — 0, la fonction f(£) ayant 27 pour pé- 
riode. Désignons maintenant par po = Qo + É00, Pi = di + tb, ..., 
M — An + 10», les pôles de fe) qui sont compris entre l’axe des 
2rdonnées et une parallèle à la distance 27 de cet axe. Suppo- 
sons-les toujours rangés suivant l’ordre croissant de grandeur 
es coelficients de #, et soient R,, R;, ..., Ry, les résidus qui 
eur correspondent. L’un quelconque d’entre eux, px, détermine 
ine coupure représentée par l’équation 


| 


+z—=pr;+2nr, 





loù l’on conclut, en faisant 3 — x + LY, 


+ T=a;+onr, MID 


| 


|: La première équation donne pour æ toutes les valeurs de — 
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à +, si l’on fait varier 4 de 45 à 27 + to, par conséquent les 
coupures sont les diverses droites .y = 06; = 0107 
Ceci établi, désignons par H la valeur que prend f(t+ 2) en 
faisant 3: — x + y et iy infiniment grand négatif; nous aurons 
dans la région du plan située au-dessous de la première cou- 
pure D(3) — 27H, puis successivement, entre la première et la 
seconde coupure, la seconde et la troisième, etc., 


P(z)=27r7H —2:7rRo, P(z) = 27H — 257 (Ro+ Ri), 


Enfin on obtient, pour la région qui s’étend à l'infini au delà de 
la dernière coupure 


P(z)= 27H — 2ir(Ro+ Ri+...+R,). 


Cette expression, qui complète la détermination dans tout 
le plan de la fonction D(2), donne lieu à une remarque. Si l’on 
nomme G la valeur de f(t+ 3) pour 2 = x + y, et y infiniment 
grand positif, on a encore dans celte dernière région D(2) = 27 G 
or, de là résulte la relation que j'ai donnée dans mon Cours 


d’Analyse (p. 328) : 
Ro+ Ri+...+Ri=t(G—H). 


On en tre immédiatement, si on lapplique à lexpress 
L —3 





sion cot f(t), la décomposition de f(£) en éléments simples. 
Voici maintenant une détermination d’intégrale définie. Soit 
—+ 0 


ie jf FENTE 
ER AT ARR A à 





nous aurons une seule coupure, l’axe des abscisses, et comme 
%: eit 1 ; l 
le résidu de cest l'unité, on obuent au-dessous de cet axe J =" 





É ; e—ilt—2) 1 
et au-dessus J — 217. Faisons ensuite 1,01 re nous 
aurons inversement J,——2i7r au-dessous de l’axe, J, 


au-dessus, et l’on en conclut 


J+J = [US = i J—J, - [1e a: 
2 [Re d 2 Sn FE: ; 


L — 3 D'E 
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dans la région inférieure, puis 
SÉCN LE < 
SIN (ES 
RP RNA 


TL — 3 


+ co 
cost — 3 y 
14 a x, 


= 0 


pour la région au-dessus de l’axe. Vous voyez que dans les deux 


° sin(t— 3) 1: , 
————— dt, qui n'a pas de coupure, a la même 


+ 
cas l'intégrale { 
ts 
— © 
+ © _: 
F4 . Sin 
valeur, d’où se tire, en supposant 3: — 0, [ — di=T. 


CE D 


Les expressions de J et de J, donnent encore 


eu eit Ra ei 
f ; e LLIETO, 1h dt=—oire iz 
5 Von re ES l — 3 








ou bien 
2t2 do 


| + it ; 
€ ; es 

| | diærarmez, fr — 
| EE Un t—2 








a 
e 


z est au-dessous ou 


LS 


et l’on en conclut facilement, suivant que 
au-dessus de l’axe des abscisses, dans le premier cas 


DA COL . DRASINZ 
dt =—1ire-t, 3 = dt =\+ reïiz, 
o 2° 


l— 5 Pis 








ns 


et dans le second 


+ 
HOCOËZ RENST 
dt = +iteiz, 
LA 


l— 35 





iunsiné . 
dt —=+ nez. 





mt. 


Soit en dernier lieu f(t) une fonction uniforme ayant pour 
périodes 2K et 21 K. Supposons qu'à l’intérieur du rectangle 


dont les sommets ont pour aflixes 
0 l + 2K, to+2iK', to+2K+21K, 
les pôles rangés dans le même ordre que précédemment soient 
Pos Pas ++. Pn. Les coupures en nombre infini de la fonction 
to +2K 
P(z) = J(t+ 3) dt 


+ n 


seront d’abord 


= bo; 1 de bi, 0,5 Ve Da: 
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puis en attribuant à n toutes les valeurs entières de — æ à + æ, 


y = b5+oukK, Y=bi+ouK, SORA 


Nommons encore R;, R;, ..., R, les résidus correspondant 
aux pôles Ds, Pr, ..., pa. Il est clair qu'étant donnée la valeur 
constante de b(z) entre deux coupures consécutives, on en déduira 
la détermination de la fonction dans tout le plan. En supposant 
par exemple qu'entre la coupure y = b, et celle qui la précède, 
Y = bn—2K', on ait D(z) — D, nous obtiendrons successive- 
ment, entre la première et la seconde, la seconde et la troi- 
sième, elc., 

P(z) — Po—2iTrRo, 


P(z) — Po — 227 (Ro + R;). 


puis immédiatement au-dessus de la dernière y = b,, 
P(3z) = Po—22r(Ro+Ri+...+R,). 


Mais les points de cette région s’obtiennent en ajoutant 24 K° 
aux points de la première, dans laquelle nous avons D(3) = ®D,: 
On doit donc retrouver celte valeur ®,, ce qui donne la relation 
fondamentale de la théorie des fonctions doublement périodiques 


Ro Ri+...+R,=o, 


que la considéralion des coupures permet ainsi de démontrer sans 
recourir à la notion des intégrales curvilignes. 


Post-scriptum. — Au théorème sur la somme des résidus d’une 
foncuon doublement périodique se joint un autre dont j'ai déduit 
la décomposition de ces fonctions en éléments simples, et qu'on 
démontre encore avec facilité. 

Soit f(t) la même fonction que PS el posons 


_ He 


il consiste en ce que la somme des résidus de F(4) est indépens 
dante de la quantité &. 
Je partirai, pour l’établir, de la fonction 
b+2K 


P(z) — F(t+ 32) dt 


Lo 
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et des relations concernant les deux régions précédemment consi- 
dérées, à savoir 
(3) — db, 
P(z+2iK') = D,—oirS 


1 


en désignant par S la somme des résidus de F(4). Cela étant, 
l'équation 

Hg s31K)),. Hz) 4" iT 
Hæ—1K) H(x) K 


fait voir qu’on à 
2 à iT 
Dark) = F(it x) (tt + 3) 
et par conséquent 
ir lo + 2 K 
P(s+aiK)= ds) + TE f f(t+ 3) dt. 
Lo 


Or, l’expression de S, à laquelle nous sommes ainsi amenés, 
à savoir 


est bien en effet indépendante de &. 
On donne dans les éléments, comme application des méthodes 
de Cauchy, les intégrales 


Re 
æa—1 T 
/ L'Ee— ; 
S'POICE mt SiINnaT 


== Le 2 oi ; ME 220 xt- 1 
jh —— dx = r(cotar — cotbT), 
A [— 








ou bien, si l’on pose x — e!, 


ru eat TT 
[ Ob— : , 
SR Ter SINGAT 


Hraur 2 ab 
fe ——— di = n(cotar—cotbr). 
1—e 








Elles s'obtiennent par la considération des coupures, comme vous 
allez voir. 


En : at : : 
Soit d’abord f(t) — iles pôles de cette fonction sont 
1 +—et 


= i(2 port i)in, 
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et en posant 


+ 0 
P(3) = [ J(t + 23) dit, 


nous en conclurons, pour coupures, les droites y=(2u+1)t. 
Considérons deux points 3 et 3+ 217, séparés par la première 
coupure au-dessus de l’axe des abscisses y = x; le résidu de f(t), 
qui correspond au pôle {— #7, a pour valeur — eff, et nous avons 


par suite 
P(z+oir) = P(3) + 21meira. 


Mais; d'autre part, 


—- 00 
P(z+I2ir) — If f(t+ 3 + air) dt = e?ima p(3), 


 — D 


d’où la relation 





P(z) + 91H eiTa — e?ira (3), 
el par conséquent 
21H eiTA T 
p Z RTE _ . 
VE) 1 —— e2iTa SIN AT 


Soit, en second lieu, 
eat — ebt 


F{ ee 
IS ner 
les pôles seront { — 2p:/7, en exceptant la valeur 1 = 0, de sorte 
que la fonction 


+ 0 
(3) — Î f(t+ 3) dz 


 — © 


conservera la même détermination entre les deux parallèles 
ÿ=—2rety—= 27. Nous pourrons donc écrire, en supposant z 





compris entre les droites y —— "et 7; ==, 


P(z)—=D(3+7rT), 
et celle relation donne, pour 3 — 0, 


—+- 00 ï —+- 00 + 
GT ET DL at dt 

Jk CE Lire di — einb 97 
> 1 — et LNN EEE LE UAIREEE 


( eiTa eiTrb 








e 


— re 


nr ai 17 








=: ) = T(cotar — cotbr). 
sin AT sinÜT 


Cependant, on peut désirer obtenir cette même intégrale, 
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directement et indépendamment de la première; on y parvient 
ainsi, 
Faisons pour un moment 


da —= e2iTa, 6 — e2ib, 


eat re ebt : re 
——— qui correspondent aux pôles 
1 — et 


de sorte que les résidus 
D 2/rmell— 417 soient 
Ri= 6 —0, Re = 62 — 2. 
Si nous supposons 3 compris entre l’axe des abscisses et la pre- 
mière coupure y = 27%, nous aurons, en franchissant successive- 
ment cette coupure et la suivante, y — 47. 


P(z+aoir) = b(z) —2irR;, 
P(z+ 4ir) = b(z) —oir(R; + R)). 


Or, on trouve aisément la relation 
P(z+4ir)—(a + B)hb(s +oir) + ab b(z) = 0, 
elle donne sur-le-champ 
(t—a)(1—8)P(3) =—2ir{(2 + B)R;— R;— R;}, 


puis en employant les valeurs des deux résidus, 





| B— 
P(3) = 2 ———, 
(2) (1—ax)(1—$) 


ou encore 





._fiHÉ  1+a 
D(2) = ER (TE — +). 


Or, il suffit de remplacer « et 8 par leurs valeurs e?ir2, e2inb 
pour obtenir 
P(3) = r(cotar — cotbr). 


Ces quelques exemples suffisent, ce me semble, pour montrer 
l'utilité de la notion de coupure. J'ajoute encore qu’en supposant 


l 
imaginaire les limites de l'intégrale f. f(t+z)dt, et fai- 
b 


sant t—=g(u)+id(u), de manière que la variable décrive 
un chemin quelconque entre ces limites, la coupure rectiligne 
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qui correspond au pôle p = à + tb devient la courbe représentée 
par les équations 








y =b— (uw), 





c’est-à-dire le symétrique du chemin décrit par la variable, 
transporté parallèlement à lui-même, de l’origine des coor- 
données au pôle. L'expression entièrement élémentaire au moyen 
d’une intégrale définie, de fonctions présentant de telles circons- 
tances, montre combien est nécessaire et je puis dire générale 
en analyse l’idée de discontinuité si longtemps limitée à ces deux 
faits, du passage par l'infini des fonctions fractionnaires, des sauts 
brusques de la formule de Fourier et de quelques autres dévelop- 
pements analogues des fonctions en série. Mais ce ne sont pas 
seulement les intégrales définies qui donnent naturellement et 
d’elles-mêmes ces nouveaux modes de discontinuité auxquels est 
altachée la notion de coupure. Il v a lieu tout autant je présume, 
à l’égard des équations linéaires 


d' dn—1y 
G(4, 3) TT + Ga (4, 3) TS 


He + « — 00, 
de considérer la variation de l'intégrale, aux deux bords de la 
courbe définie par la condition G(4, :) = 0. Et à l'égard d’une 
équation 
dy dn—1 tirs SE 

at) —— din <E (Et) ———— din—1 md Cie (0) 
dont les coefficients ne contiennent pas 3, on obtiendra des cou- 
pures rectilignes attachées aux points singuliers, en introduisant 
cette variable de la manière suivante : 
dry À d'i-1 V 


in 0 GRAS) 


G(t+ 3) SE 


Enfin, d’autres circonstances que je ne puis qu’entrevoir obscuré- 
ment seront sans doute révélées par l’étude de l’intégrale double 


j affa Res U,3) 
e/ U, ENTRER 


La condition G{({,u,z)—=o ne définirait-elle pas, en farsant 
varier £ et w entre les limites de l’intégrale, un espace pour lequel 
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4 
échapperait la définition de la fonction, de sorte que dans la 
conception générale de fonction on doive admettre, ainsi que l’a 
déja dit M. Weierstrass, l'existence de lacunes comme pos- 


sible (1)? 


(1!) Voici, au sujet de ces fonctions présentant des espaces lacunaires, des 
résultats extrêmement intéressants qui m'ont été communiqués par un de mes 
élèves, M. Poincaré, ingénieur des mines, professeur à la Faculté des Sciences 
de Caen. 

Soient 


h quantités imaginaires quelconques, æ la variable indépendante. La série 


Di ,,P: 
Y uusr su 
et Pit + Patate: + PA 


Pise Pa D: 


où l’on donne à p,, p,, ..., p, toutes les valeurs entières positives, sera conver- 
gente si æ est extérieur au polygone convexe circonscrit aux 7 points &,, &, ..., 
«,; elle sera divergente s’il est à l’intérieur de ce polygone. Elle définit donc une 
fonction présentant ce polygone comme espace lacunaire. Cette fonction n’est 
qu’un cas particulier de la suivante. 

Soil une équation aux différences partielles 





AE SUITE : Z 
(1) UF, —— +u,F, +. +u,l,-— = 3 
du, MEXIATE du, 
où F,,F,, ..., F, sont des fonctions développées en séries suivant les puissances 


croissantes de w,, u,, ..., uw, et d’un paramètre arbitraire æ; ces fonctions sont 
sup posées se réduire respectivement à 


LE D lan ca es. Li 
pour 
TRE QUE POP ARRETE 


Il existe ane série ordonnée suivant les puissances des quantités uw, et satisfai- 
sant formellement à l’équation (1). Les coefficients de cette série et sa somme, 
quand elle est convergente, dépendent de x. 

Donnons à u,, u,, ..., u, des valeurs de module suffisamment petit, la série 
définira une fonction présentant comme espace lacunaire le polygone convexe 


MIDEOHSCrILIA Gi, &, - .., 


n° 


Paris, décembre 1880. 


EXTRAIT 
D’UNE 
.: LETTRE DE Me CH HERMIFE A M -SCHWARZ DE _GOETTINGUE, 


SUR 


L'INTÉGRALE EULÉRIENNE DE SECONDE ESPÉCE. 


Journal de Crelle, 1. 90, p. 332-538. 


Dans son beau travail sur la foncuon (x) (t. LAXXII de ce 
journal, p. 165), M. Prym a obtenu l'expression de cette trans- 
cendante par la somme des deux fonctions suivantes : 


Ï I 


I 
— a — 
“> T +1 1.2(T +92) 





PÉTRE 
Le) 
Ori f Ex le dE = Co+ CT + Con? +..., 
md | 


qui sont uniformes et dont la seconde est holomorphe dans toute 
l'étendue du plan. Ce résultat si important peut se Lirer immédia- 
tement de l'équation 


a a 


F(æx) — / Ea—te-6 de, 


0 


bien qu'elle soit restreinte au cas où la variable ou sa partie réelle 
est essentiellement positive. 
Faisons en effet, en désignant par a une constante positive 


FOIE 11 Ex—1 e-# dt ft dE ; 
AU 


il est d’abord évident que la seconde intégrale possède une seule 


quelconque, 
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et unique détermination pour toute valeur æ = 4+ 18, qui reste 
finie, tant que n'est pas infini. C’est ce qui résulte de l’ex- 
pression 


‘1 Er—te-E dE = [7 Ea—1e-% cos(log EB) dë ad tt-1e-—6sin(logE8) dé, 


où le logarithme portant sur la quantité positive £$ est pris dans le 
sens arithmétique. Quant à la première intégrale, dans laquelle il 
est nécessaire de conserver la restriction relative à la variable, elle 
donne naissance à une fonction uniforme dans toute l’étendue du 
plan. Il suffit en effet de remplacer l’exponentielle par son déve- 
loppement en série pour en conclure 


EP. I a a? 
Ex-te-6 dE = | — © + — ,,, ax 
L T +] 1.2(T+2) 


et obtenir la partie fractionnaire ou méromorphe de (x), qui met 
en évidence les pôles à = 0, — 1, —2, etc. On voit de plus que 
les numérateurs des fractions partielles se réduisent à des constantes 
et donnent pour les résidus les valeurs déterminées par M. Prym, 
si l’on fait a = 1. Cet exemple du passage d’une expression donnée 
par une intégrale définie dans une portion du plan à une fonction 
analytique n’est pas le seul qu'offre la théorie des intégrales 
eulériennes. Dans les éléments, on tire de la formule 


Le 
Dog (a) = — dé, 
LEE 


où la partie réelle de la variable est essentiellement positive, la 





fonction uniforme 


I I 


M A ne inpan 


en employant le développement en série 


nl UN SE ein 





£ 


LETeS 


On sait d’ailleurs depuis Riemann que l'extension obtenue ne 
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peut se faire que d’une seule manière. Soit maintenant 


«a co 
B(z)= f trtetd, D()= /Neer 
A0 a 


de sorte qu’on ait les fonctions P(x) et Q(x) de M. Prym, en 
faisant a — 1. Nous ne connaissons, sous forme explicite, que la 
première de ces deux quantités, par la formule 


TORRES 


L T+HI 1.2(r 0) 


» 





j'ai essayé, comme vous allez voir, d'obtenir aussi la fonction holo- 
morphe 2(x). Soit à cet effet 


AEETLEE 
Ÿ = | &x-1e-i dé; 
CEA 1] 


nous aurons 
DT) =Do+ Dit Dot... 
PT à che , r . À 
et la convergence de la série est manifeste, l'intégrale définie 9, 


co 
et le reste fl £7-le ëd£ décroissant rapidement lorsque » 
++] 


augmente. Cela posé, la substitution £ = à + n + € donnant 


1 


Dh — nl (a+ n+K}t-1e-t dt, 
0 
j'observe qu'entre les limites 0, Ce ne 
(a+ n+C)""! sera développable pour toute valeur réelle ou 
imaginaire de l’exposant en série convergente, même dans le cas 
où n — 0, si l’on suppose & > 1. En employant la fonction P (x), 
il vient ainsi 


— P(2)(a+ nt? 





Dn(r) = e 4" LP) (a+ n)t-1+ 
(x —1)(x — 0 
NA 


: | P(3)(a+n}et +] 


et si nous faisons pour abréger 
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on en conclut l'expression suivante : 


2 (x) = P(1) R(œ—1) + —P(2)R(x— >) 
—1)(æ — 92) , 
RCE 

Cette suite R(x), à laquelle nous nous trouvons amenés, définit 
une fonction holomorphe dans tout le plan. Elle met en évidence 
cette propriété, qu’en posant 

F(x) = Ao+ AIT + A2a2+..., 

on à 


AjR(T)+3AR(x—1)+232A2R(x — 2) +... 


is a eat a +1 ea+2 a+) 








Soit par exemple F(x)= (1 + x)", nous obtenons l'équation 


/ 


À | A(À—1)., 
12 PRES ES ER 
Ml La (air (ss La +1) 
= — << —————————————— —- 
eu ea+1 
et en supposant en particulier 2 = 1, À = x, celle-ci 
MI 
R(z)+æxR(x—1)+ ESA bel 
MÉEn(aE 2)7 HD MON 
a eu %4 ea+i ea+3 SRE 


=e[r()- €]. 


On tre deux remarques de cette relation : elle montre, en 
premier lieu, que la série du premier membre ayant, pour loute 
valeur de x, une somme finie, il en est de même de la suite qu’on 
obtient en multipliant ses termes par les quantités positives et 
décroissantes, P(1), P(2), P(3), etc. Mais de là résulte l'expression 
de 2(x+ 1) sous forme d’une série dont la convergence est ainsi 
reconnue & posleriort. | 

En second lieu, nous en déduisons facilement la propriété carac- 
téristique de la fonction 2(x) donnée par l’équation 


ax 





D(r+1)=rd (rx) + ER 
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(n a en eflet 


D(T+1)—xID(x) = P(i)R(æ)+zx[P(2) — P(1)] R(x —:) 
T(T— 


“4 PLE 1) TPE) DRE R(æ—2)+... 


172 
Maintenant l'équation de M. Prym, 


Pire D=mPiries = 
permet d'écrire le second membre sous cette forme 
I _.  æ(æ—1) 
PG)R(t)—-|rR(x—1:)+ TT ROSES ; 
€ 2 
il se réduit donc à l’expression 


P(1) R(æ) — : [ten R(x) — | 


ea 


. , . , 24 . 
ce qui est précisément _. puisqu'on à 
; L 
P(19= Î es dE let 
0 € 
Je n'ai pas été plus loin jusqu'ici dans l’étude des beaux 
résultats découverts par M. Prym, et il ne m’a pas été possible 
d'obtenir expression sous forme explicite de Q(x), autrement 
que par l’égalité 
P(x)+ Q(x)=Ê(r) +9 (x), 
d’où l’on tire 
Q(æz)= 9 (x) + E(x) — P(æ), 
c’est-à-dire 


AT Pa = À | dtra I 


Q(æ) = D (e) + —— — 


e Se 


A —————— — 
Æ +1 1.2(T +2) 


Mais voici, en terminant, une démonstration immédiate qu'on 


peut encore tirer de la proposition de M. Weïerstrass que Ta) 
est une fonction holomorphe. C’est ce qu’a fait voir M. Bourguet 
dans une thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris, en 
partant de la relation | 


r(æ)T(1— x) = : 





siINnTæ 


A7 
—__ 
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On en conclut en effet 


I SINT®Y sin Tæ 
sl (æ)= 
F(1— x) T 





[P(æ) + Q(æ)] 


TC 


et 1l est manifeste que le second membre est holomorphe, tous les 


Mes a: : ‘. SIOrT , 
pôles disparaissant dans le produit a DE) 


POST-SCRIPTUM. 


La formule élémentaire 


STATE F [ l 
T(æ) =—c+(i-5)+ (te) 


montre, au moyen de la méthode de Plana, que l'équation l'(x) = 0 








n'a pas de racines imaginaires, et qu’en outre de laracine positive, 
déterminée par Legendre, x —1,4616321 …., elle en possède une 
infinité d’autres toutes négatives, et comprises successivement 
entre o et — 1, — 1 et — 2, etc. Îl est facile de prouver, comme 
vous allez voir, que les valeurs de la variable auxquelles corres- 
pondent ainsi les minima de la valeur absolue de la fonction 
tendent de plus à se rapprocher des pôles. Partons, à cet effet, de 
Péquation 

RCE T'(i— x 

Fa — TE 5h = = — TCOITY, 


et soit pour une grande valeur du nombre entier n, æ —=— n +EË. 
la racine de l'équation (x) — 0, comprise entre — n +1et— An. 
On en tirera, pour déterminer Ë, la condition 


T'(n+1—EË) 


Mmes = TrCOotTre: 


Employons maintenant l'expression approchée 


log T(x +1) = (z+ :) logæ— x+logy27, 


elle deviendra 


A 


log(n —E)+ AS 0 ÆHIÉOLME, 


H. — IV. 6 
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; ° SNS I 
et en négligeant les quantités de l’ordre “ 


logn = mr cot ré. 


On en conclut 





; 
e 

—= —arc tan 
; TH ô log n 


el plus simplement 


s I 


_ logn j 


de sorte que les racines de rang éloigné de l'équation PTE 0 
I 





sont a fort peu pres 7-17. . Ce résultat jette quelque 


ogAn 


: = 4 I 
joursur la marche dela fonction holomorphe de M. Weierstrass Tax) 


pour les valeurs réelles de la variable. Si la loi de succession est 
régulière et fort simple, quand la variable croît positivement de 
zéro à l'infini, la fonction partant de zéro, atteignant un maximum 
1,129175.... et décroissant ensuite rapidement, il n’en est plus de 
même lorsque l’on considère la série des valeurs négatives, et l’on 
observe alors des changements brusques de la fonction. Calculons 
en effet, au moyen de la relation 





TC 
r d [A ENT 
Ur Q Se) Sinræ” 
. [ 
le maximum de la valeur absolue de Fr) pour æ——n—+6; on 
trouve 
I (— 1)" sin ré : 
rm ER MN 
T(—n+E) r L 


} 


et d’une manière approchée 





= RE r(ner- I 
T(—n<+E)  logn logn 


Cette expression des maxima augmente, avec », avec une extrême 
rapidité, il en résulte que dans l'intervalle indéfiniment décroissant 
compris entre z——n+£6etx——n la fonction passe brus- 
quement d’une valeur de plus en plus grande, positive ou négative. 
à zéro. Le calcul des coefficients numériques du développement 


d 


I . . . . 
ET) suivant les puissances croissantes de la variable, que 
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M. Bourguet a exécuté avec le plus grand soin (n);tar révélés des 
singularités signalées avec raison par l’auteur, et qu'on doit peut- 
être rapprocher des circonstances dont je viens de parler. 
Enfin je remarque, en terminant, que si l’on pose 


a+n+i1 


(n+1)a 
Don =.f. Et—1e—6 dé, au lieu de De Ex-1e-é dé, 


na a+n 


“comme je l'ai d’abord fait, la APRES É— na+Ü conduit à 
l’expression suivante 


Po — 75h (na + E)x-1et dE, 
0 


et, en employant la fonction (x), on en conclut 





2n= e-me [@() (nat + LR) (naÿe— 


: AS) (ma) | 
Faisant donc 


(2a)* _ (3a)r 
e?4 ea 





ax 
nous aurons cette nouvelle expression 


Q(x) = BA) R(X —1)+ (2) R(x— 0) 


PR D PP PRES SR 


12 


Les coefficients ®(1), (2), .… se tirent de proche en proche au 
moyen de l’équation 
at 
L(æ +1) = x P(x) — me 
du premier 
P(x) = I — . 
A 


 (‘) Developpement en série des intégrales eulériennes. Thèse présentée à la 
! Faculté des Sciences de Paris. Paris, Gauthier-Villars. 
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el cette équation est une conséquence immédiate, 1l n'est pas 
inutile de l’observer, de la formule 


Paris, 15 janvier 1881. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE A M. GYLDÉN 


SUR LA 


DÉTERMINATION DE L'INTÉGRALE Jos“ 


Astronomische Nachrichten, n° 2402, 11 novembre 1881. 


Permettez-moi de vous exposer la détermination par mes pro- 


dn#u , 
cédés de l'intégrale { — y:? a ou plutôt de celle- 
(1 — nsn°?u)? 
dn#u + 
C1 | ——— du (a étant votre quantité 5). 
(sn2a — sn?u}? Œn  Snti.)? 


dn#u 


J'observe que la fonction F (uw) — » aux périodes 2 K 


et 2:K', a les deux seuls pôles u— a, u —— a. Par conséquent, 
il me suffit de former la partie principale des développements sui- 
vant les puissances ascendantes de e, de F(a+e) et F(—a+e) 
et je me bornerai au premier cas, le second en résultant par le 
changement de a en — a. Or,ona 


dnt(a+e) = dn*ta — 4k?snacnadnèae—..., 
[sn?a— sn?(a +e)|? = 4sn?a cn?a dn?ae? 
+ 4snacnadna[i—2(1+?)sn?a+3k?snta]ei+.…, 


ce qui donne facilement 


F( dn?a I (1—24"?2sn?2a — k?sn*a) dna Le 
EE) ———————— © ——————— — — ———— 
4sn?acn?a €? Asnèacna ce? 


puis, en changeant a en — à, 


dn?a I (1—24"?2sn?a— k?snta)dna 
F(—a+e)— © 


O | == 


4 sn?acn?a €? 4 snÿ a cnè «a 


cela étant, et les éléments simples qui correspondent aux deux 
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pôles ayant pour expressions 


H'(u— a) H'(u+a) 
Hu ta) HUE 


il suffit de meltre = — sous la forme canonique Len D: = pour obtenir 


F(u) = const.+ ECS ge pen AUs re EM ee | 


4 snèa cnèa H(u+a) H(u—a) 
dn?a D, [RE E Here 


4 sn?acn?a H(u+a) H(u—a) 


La constante reste aussi à déterminer; je supposerai, pour 
l'obtenir, # — o. Remarquant alors qu’on a 


L J H091 


snèx 0 K' OPEN 
el, par conséquent, 


I I né | D H(u+a) = 
sn(u+a) sn(u—a) K H(u+a) H(u—a) 


vous voyez qu'on obtient aisément la condition 





I | dn?a 2J 2, 
= CONS, — ————— | — 1. 
sn* & 4 sn?a cn?a \ K sn?a 
| \ 
d'où 
dn? a J 2 cn?a — dn?a 
const. — SP TE ER MP RENE Der | 
2sn?acn?a K 2sn*a cn?a 


Dans les calculs de ce genre auxquels jai été conduit, mon 
attention s’est portée sur Pi cas particuliers où l'intégrale est une 
fonction uniforme, ce qui arrive 1C1 lorsqu’ on pose 


1— 242 sn2a — 2? snta = 0. 


Cette équation détermine une valeur réelle pour l'argument @, 


puisqu'on en tire pour sna une valeur comprise entre o et 1, car 


le premier membre, pour sna—0o, sna—1, donne les résultats 


de signes contraires + 1, — k'?, Enfin vous voyez par la valeur de* 
la constante que, quel que soit a, le terme proportionnel à u pe 


disparaîtra ] jamais de l expression “ temps. 


Paris, 10 décembre 1880. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE À M. E. BELTRAMI 


SUR LES 


FONCTIONS @(x) ET H(x) DE JACOBI. 


Collectanea Mathematica, in Memoriam Chelini; 1881. 


Je n’ai point connu, personnellement, l’homme excellent et le 
géomètre s1 distingué dont vous voulez honorer la mémoire, mais 
J'ai recueilli l’éloge de son talent et de ses vertus de la bouche de 
votre éminent compatriote M. Brioschi. J'ai pu aussi apprécier, 
par l’étude du beau Mémoire sur la rotation des corps, du 
P. Chelini, combien 1l mérite vos sentiments d’estime, et c’est de 
tout cœur que je réponds à votre appel, en détachant d’une 
recherche, dont je suis en ce moment occupé, les remarques qui 
suivent. 

A la page 187 [S 66] des lundamenta, Jacobi a donné, 
pour les inverses des fonctions O6 (x), H(x), ces formules qui 
subsistent dans toute l’étendue des valeurs réelles ou imaginaires 


de la variable, à savoir : 











ue (2) 
D VqG— gt), avg) 
o (2Kr 1 2gcos2x-+g Li 2q8cosir + gt,‘ ° 
œ ï 
È ‘12 
(/# (= + ne | se 
T ne nu (EE 9") sinx 2: 4g$(t+gi)sinz 
H (2) _ siNnZ I1—2g?Ccos2æ+q*t  I1—2q#cos2% + 
HET 


Elles constituent donc, pour ces transcendantes, un mode 
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d'expression sui generis qui doit, d’une certaine manière, con- 
duire à leur propriétés analytiques fondamentales, contenues dans 
les relations 


iT' 7 

; — —(XE7K!) 
E(x+2iK')=—0(xr)e : 
iT ss 

: — — (x +2kK' 
H(x+oi:K')—=—-H(x)e à ; 


ou plutôt dans celles-ci 


tx +1K')=:H(x)e Ro 


ETC __— 
— (2x +2) 
4 K 


H(x+:iK')=18(x) e. 


que j'écrirai, en prenant les inverses, sous la forme suivante : 


iT ; iT 
(200 2iK) — (2x +iK) 
1 __—ie"k I __—iefk 
8(x+iK) H(æ) : H(z-<1R 0 (x) 


Pour établir ces résultats, je mettrai d’abord les développements 
de Jacobi sous cette autre forme 


, PP lai teu: me? 
4/4 (=) =Y (—iÿg 


O(x) 


= RP EEE NE | SCC 


n T Frs 
ox tang— (x — miK 
Le Rare ) 


A 


où J'ai posé, pour abréger, m —2n +1, puis 


VAT) a 
Ve). Lwe Ce 


H de n : L n 
Ge) rar sin (æ —2nik') 


Multiplions maintenant par le facteur 


Aige x + ik) 
3 EK 


— 1e : 


nous introduirons dans les termes sénéraux les expressions 


Hs EVE re 
EUX +iK z Ba +iK) 
— Le — te* 
3 —_——— ) 
Tr À | DATE . 
tang — (x — miK') sin—(x —2niK) 
2 K 2 K 


qui se transforment comme Je vais l'expliquer. Toutes deux sont 
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; . 2 FERZ TT 
des fonctions rationnelles des quantités sin 7» COS > qu'on 
2 pa 


peut décomposer en une partie entière et en éléments simples, 
d’après la méthode donnée dans mon Cours d'Analyse, p. 321. 
Et, en observant que la première change de signe, tandis que la 
seconde se reproduit lorsqu'on change x en xæ+2K, on voit 
a priort que les éléments simples seront respectivement 


I I 
el 


. T Q ?' : T7 
sin — (x — miK) tang —(x—2ntK') 


T 
2 K 2 K 





Un calcul facile donne, d’ailleurs, pour résultats 








iT Fe 2m—+1 
À TK 2 * +R im. “ 3 ï 
dr 2 A k 
1€ ET l'+tN) tq 
0 —  ———— ; 
T Nr £ T : 
tang— (x — miK') sin —(x — miK') 
2 K 26e 
iT 0: 1 
x: (2x +1 K) 1 s Te 
EPL n +- tq 4 
— q ST ———————— 
nr K° ; a K') 
LUN 0 1 À CRE 727 
2 K ) 5 K 


et voici les conséquences auxquelles ils conduisent. Nous avons 


d’abord 


9 


m- 





= ctrtin ing" 
T k ÈS 
tang —e (7 — miK') 
2 K 


(m + 1)? 


m- ms 


pret c K) TR (— 1) q 
— en D gd —— T7 —. 


ir cree 
Sin——{T--/"11kK 
K ) 


m°? 


Or, dans le second membre, la série 2(— 1}*q * , composée de 
termes deux à deux égaux et de signes contraires, disparaît et, en 
se rappelant qu’on à posé m —2n +1, on voit qu'il se réduit, par 
suite, à la quantité 


V7 atr+ 1? 
LE: ù (es CR nt Te 
: T 17 
sin— (rx —miK) 
DIX 


PA 


Mais dans cette somme, qui s'étend à toutes les valeurs posi- 
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tives et négatives de », nous pouvons remplacer n par n —-1; elle 


devient ainsi 


; —1)}2q"À 
+ 1 087 
sin — (2 +iK'—on:K') 


De la décomposition du terme général en une partie entière et 


..en éléments simples, on tire donc la relation 





m° 
+ ds 
: TE Cx+iR (—1)2g * f (— 1)2q76 
— 1€ à | S ——_—_ 2 — 
T su mi . TT h bei 
tang — (x — miK' sin— (æ+tK—-2ntK') 
A 2K 


ou bien 


iT pee 
TK (22 +cK 


tre + I , 
o(x) ù H(TAR ARE 


un calcul analogue nous donnera ensuite la seconde relation 


IT 


; KT EEK 
— 1e" I 
H(x) _ @(r+ikK) 
en partant de la formule 
iT Ne 1 
. —(24%+ikK) 1 , The 
_11P0 ne tq “4 
T # “ ra T 1 
sin — (x— 2 n1K') tang — (x — oniK!') 
D PAL 
; 
RS 3 L PA CU “SL : 
attendu que la série £(—:)*4 s évanouil, comme composée 


de termes deux à deux égaux el de signes contraires. 
Les considérations élémentaires que je viens d'employer s’ap- 
pliquent encore à l'étude des séries plus générales 


m? nuiTwO ni TT 
Eten ( \2 + NE Lis 2 en 
Ÿ 1/80 09e 
ad ù T PSS Fe > 5 T : ; 
a lang (æ — miK') Nos à sin i(x — 2n1K') 


= ven 
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qui donnent 





I if . . . 
—— en ysu —OAin f 
Btæ) el He D UDDO ne Ainsi, en faisant 


nm? mIiTw 
2K 


(—1)q" e 





o(+, w ) — 
tan£ sd. Se ; À À « Ci 
D 2 ( ) 


on démontrera, de cette manière, la relation suivante (!) 


iT a À ÎT sd 
ge ++ 0) PE UT +iK+ Oo) 
o(æ)e =—o(x+21iK)+H(w)[r—e - 


(') Nous supprimons ici quelques lignes qui nous ont paru obscures. 
BAE 


EXTRAIT 
D’UNE 


LETTRE ADRESSÉE A M. MITTAG-LEFFLER, DE STOCKHOLM, 
PAR M. CH. HERMITE, DE PARE, 


SUR UNE 
APPLICATION DU THÉORÈME DE M. MITTAG-LEFFLER 


DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS. 


Journal de Crelle, t. 92, p. 145-155. 


À M. Weierstrass est due, comme vous le savez bien, la 
remarque importante que l'expression analytique de la fonction 
D,;logT(1+ x), par la formule 


cu fim1= Va (fe te) ON 
| RER AN OT APE, n. na AN 


a été la première indication qui ait mis sur la voie de votre théo- 











rème général. C’est en effet le premier exemple connu, où la série 
des fractions simples, étant divergente, se change en une série 
absolument convergente, en ajoutant une constante à chacune des 
fractions. Les fonctions elliptiques sont venues après; et dans 
cette formule, qu’a donnée le premier M. Weierstrass, 





25 I I Le 
H(z)'. x+oamK+omikK omK+omiK (amK—<2miK'}|? 


c’est un binome du premier degré qu’on retranche au lieu d’une 
constante. Voici un cas enfin où il faut retrancher des fractions 
simples un polynome entier de degré limité, mais qui peut être 
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T(æ)F(a) 
F(x+a) 
pôles sont z — — net les résidus correspondants 


quelconque. Considérez la fonction Fr ; dont les 


Relans(anriiamnt «(4 nm) 


L°2% 0-71 

R, 
x+n 
est convergente, et sans qu'il soit besoin d'ajouter une fonction 





S1 nous supposons que la constante a soit positive, la série D 


holomorphe, on a l’expression 
pne; P 


He) => …. k 


C’est ce qu'on prouvera immédiatement au moyen de la for- 





1 
mule F(x) =} (1— 4)4 41 dt; nous pouvons, en effet, sous 
0 


le signe d'intégration, développer la puissance (1—#)4-!, et 
écrire 


2 7 


1 LS ES RS 
F(æ)= f a dt, 
0 


puis 


LS Re 


1.2. .7 T+n 





Vous observerez, de plus, que x devant être supposé nécessai- 
rement posituf dans l'intégrale, le résultat déduit du développe- 
ment en série subsiste pour toute valeur réelle ou imaginaire de 
la variable. Mais admettons que & soit négatif (réel pour plus de 
simplicité), et soit a — — a. La série précédente cesse d’être con- 
vergente, et nous avons par conséquent à chercher s’il existe une 
valeur entière de l’exposant z qui rende convergente la nouvelle 


D tr NÉE cer 7 jet 
ELU DÉENT ni 


Or, en désignant par w, le terme général, on a 


suite 





TES ni(n+i+ a nit1 + (1 + a')ni 
Un OUT) né (1 ini. 


et la règle de Gauss donne immédiatement la condition 


IH a —I—-T FIi<o 
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ou simplement 
> +A,. 


La fonction considérée nous conduit donc à l’application de 
votre théorème dans la circonstance que j'avais en vue et qui 
s’offre pour la première fois, si je ne me trompe, en Analyse. Pour 
parvenir alors à l'expression de F(x), je poserai 4A——Y+ a, 
y étant un nombre entier el & positif, puis je ferai usage de la 
relation élémentaire 
: L'r 
US Re 
(æ—1)(æ—2)...(æ —N) 
qui permet d'écrire 
T(æ)T(a—v) 


o PRRURe re 
T(æ+a—v) 


HUE TT 


où j'ai fait 


A TN LRQ. 
G(æ)=(1+ }(1+ }(i+ }* 
aæ—1) \ a +2 4 — Y /. 











Vous voyez qu'étant ramené au Cas précédemment considéré, 
on en conclut immédiatement 


F() = CODES I 


tro tmE LTÆEne 
un calcul facile montre ensuite qu'on a 


CR D EAN 


t—n) 
Ra LS 7 0 GC 


G{r) GC n) 
TT ets 
par G,(x), nous parvenons à l’expression analytique de la fonc- 
uon F(x), sous la forme que donne votre théorème, à savoir : 


F(x) 2, — jt Ga(æ)| | 


Remarquez cependant cette légère modification qui consiste en 
ce que G,(x) n’est point le polynome 


et en désignant le polÿnome de degré y — 1 en x, 





Cette circonstance a pour effet de supprimer toute partie entière 


_ 
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dans F(x), et elle suggère la considération suivante : Soit, en 
général, f(x) une fonction uniforme, n'ayant, pour fixer les idées, 
que des pôles simples x = a,, et soit R, le résidu qui correspond 
à an. Désignons par G(x) une fonction holomorphe, telle que 
l'équation G(x) = © n'ait jamais qu’un nombre fini et limité de 
racines Zo, Z1, --... Cette condition pourra être remplie alors 
même que G(zx) ne serait point un polynome, mais le produit 
d’un polynome par l’exponentielle d’une fonction holomorphe. 
Cela posé, Je considère, dans les cas où la série des fractions 


; ; (ar) 
——— n’est point convergente, la nouvelle fonction ARE 
T— An G(æx) 


Désignons par À, les résidus qui correspondent aux pôles x = a, 





simples 


et par Po, P1, --. Ceux qui correspondent aux racines æ —%o, 
æ—= 2%, ... de G(x). Il est clair qu’on pourra poser 


é à O 0 ü 


G(æx) x—x TZ — Xi T — An 
où g(æ) est une fonction holomorphe, lorsque la série 


ü» 
>ImOU— 
&hn 


sera convetgente, et Fos tirera évidemment de [à 
Se) = GŸ + sta), 


£1(æ) désignant encore une fonction holomorphe. 
C’est en supposant en particulier G(x}= x", ce qui donne 


R , es ep! 
A,— —, qu'on obtient la condition si simple de la convergence 
a 


Iè 


R Ne / , ; 
de la série —, mais il ne semble pas inutile d’avoir 


Co 
ay 


remarqué | une condition d'une FOR plus générale, qui serait 





susceptible de trouver son application dans certains cas, et peut- 
être même lorsque les degrés des polynomes qu’il faut joindre aux 


. . R, . A , y ’ e 
fonctions simples 1 doivent, étre supposés indéfiniment 
ni nm 
croissants. 
(æ) F(a— x) 
(a) 


cédente et vous allez voir qu’elle conduit à des conséquences ana- 


La er TT peut encore se traiter comme la pré- 
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logues. On a alors deux séries de pôles, données par les formules 


TX =—N, Nr A OU 1N- 


quant aux résidus qui leur correspondent, ils sont égaux et de 
signes contraires : nous les représenterons par R, et —R,, en 
faisant 
(nr a(a Hi). (OT 

LL OCR 


R, a 


Cela étant, on reconnait, comme précédemment par la règle de 





EX | ed Re 
Gauss, que la série 
k T + nn 


est convergente sous la condition a 1, 
Ra 


il en est de même par conséquent de celle-ci > 
TX —A— T1 


‘, qui en 
résulte en changeant æ en a — x. Je recours maintenant, pour 
établir que la somme des deux suites représente la fonction, à la 
formule bien connue 


T(x)T (ar) SPP 
ANUS (i+t)s ’ 


/0 

et J'observe que le second membre, pour être une quanuté fimie, 
exige les conditions x > 0, a— x>>0o, de sorte qu'il faut néces- 
sairement supposer la constante a positive. Cela admis, l'intégrale 
nous donne, comme vous allez voir, l’expression de la fonction 
par une somme de fractions simples. J’emploierai dans ce but le 
développement de la puissance du binome 


en mimposant la condition qu'il soit convergent non seulement 
pour { 1, mais pour la valeur limite { — 1, ce qui aura lieu ainsi 
qu'Abel l’a établi si l’on suppose & 1. On en tire, en effet, 


tX—1 + pa-x—1 L L 
ff MINTÉERTE T0 dt D 24 R? tr i+n dt + R> dax —1+n dt, 
0 0 0 


d’où ce résultat 


AE) 
SOINS D —, 


où n'entre point de fonction holomorphe dans le second membre 
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et qui, je le répète, suppose «& positif et moindre que l’umité. Je 
dis qu'il subsiste sans modification pour les valeurs négatives de 
cetle constante, de sorte que la série des fractions simples repré- 
sentera la fonction dans tous les cas où elle est convergente. Soit, 
à cet effet, a —— y + «, y étant un nombre entier, x étant positif 
et moindre que l'unité, en faisant 


G(e)= (1+ 7 ) (+=). (+) 


nous aurons 








ma eD GCPa 2). 
T(a) PT) Gé) 


cela étant, J’opérerai de la manière suivante : je me fonderai sur 
celle remarque que, f(x) étant donnée par la formule 


fa) => — 


on en tire immédiatement, sous la forme semblable d’une série de 





fracuons simples, l'expression d’une seconde fonction, liée à la 
précédente par la relation 


fit) = ne 


x — È 


Nommons, en effet, R, le résidu de f(x), correspondant au 





pôle æ — a, on aura 


tr Li 
Œ —— 





ce qui permet d'écrire 
et, par conséquent, 


Or l'identité 


dE e . I I 
(t—a)(m—E) x—a x—E 





donne sur-le-champ l'expression 


htn=3 M, - 20, 


LE n 
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et l’on peut remarquer qu’on a, d’après la valeur de R,, 





R 


2 R; = 





La fonction f,(x) étant ainsi représentée par une série de frac- 
tions simples, sans addition d’une partie entière, vous voyez qu'en 


posant successivement 








Ja(x) = ee 4 
24 fe; 
Jatæ) — D. 
fy-1(x) 
f(x) — x —E, g. 


il en sera de même de proche en proche de toutes ces quantités 
dont la dernière a pour expression 


bn me, 





où l’on a fait 
G(z)=(x—EË)(x #1). en) 


Nous sommes donc assuré, par ce procédé bien facile, que le 


: T(æ)T(a— 7x à : 
résultat obtenu pour RENE) entraine une expression de 


(a) 
A : r r(a — x 
même forme de la fonction PIRE - Mais cette forme change, 


et l’on se trouve amené à l'application de votre théorème, lorsque 
la constante a devient positive et plus grande que l’unité. Faisons, 
en effet, a — y + a, où y est entier, & positif et moindre que 1, et 





posons 
25 cn æ 
CHE (EC RNURESSS 
on aura 
Prat) T(x)T(a — x) 
Ta) 0 NN 


Désignons encore par o, ce que devient R, quand on change a 
en &, la formule obtenue plus haut, à savoir 


RE = DHCP 
CRE T+n DL — GE 
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nous donne 


C(x)T(a— x) Fr: G(T)pn ” G(rT)pn ù 


Pa) Es T+n T—a—n 


Or lesy premiers termes de la seconde série, dans le second 

membre, à savoir 
B—X L—a—Y T—A—V+I 
conduisent d’après l'expression de G(x) à un polynome entier de 
degré y — 1. Il viendra donc, si on le désigne un moment 
par P(x), 
Gt) G(xz)o 
ET . = P(r)+ ( V+n 
HE 


L— À — DEN EEETTT 


les suites se rapportant aux valeurs ñ — 0, 1, 2, ..…. 
En se rappelant qu’on a posé 4 — 4 + y, on peut encore écrire 


Den Gir)on PNEU EIRE G(XT)py+n 


BP ER EN} CORRE E 


et nous obtenons en conséquence la formule 


T(æx)T(a— x) # G(x)pn G(T)pv+n 


T(a) T+n HET RTS 


S1 l’on désigne par G,(x) et G} (x) deux polynomes entiers de 
degré y — 1, les termes généraux des deux séries se mettront 
d’ailleurs sous la forme 


SR Le EU 
Hu mm) À À T+n 
G(X)py+n ” FR» “5 Gi(æ) 


T—dAd—n TX —A—ñn 
qui est celle que donne votre théorème. 


P.S. Je viens de remarquer qu'un point important de la 
théorie des fonctions eulériennes conduit à une application de la 
notion de coupure dans les intégrales définies. Considérez en effet 
la relation qui donne la valeur approchée de logT (3), à savoir 


loge Cs) = (< — :) log z — 3 + log Var + P(z). 
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On a ces deux expressions découvertes par Binet pour le terme 
complémentaire 


Pet -DEtE 
Ps) = ATP 


£(et —:) 


I F e?ñt z dt 
b{z)— —- JL 10 ———— ——); 
e D TT E-" Æ 


dont la première suppose essentiellement positive la partie réelle 
de la variable, tandis que la seconde existant dans toute l'étendue 
du plan semble donner logT(z), pour toute valeur de z. Mais 


e2ñt 3 dt 
+ intégrale Fo et ——— admet pour coupure le lieu repré- 
e- 2H gt — t? 


senté par k ARR 


t variant de zéro à l'infini, c’est-à-dire l’axe des ordonnées. C’est la“ 
circonstance de cette Re de discontinuité qui explique qu'às 
gauche de la coupure, l'intégrale cesse de correspondre à law 
fonction logl' (z), de sorte que les expressions de Binet ne donnent 
l’une et l’autre cette quantité que pour la moitié du plan qui est à 
droite de l’axe des ordonnées. J'ajoute qu'une des propriétés 
fondamentales de T' (3) s’offre comme une conséquence à tirer des 
cette considération de la coupure. Envisageons en effet, afin d’avoir 
l'intégrale d’une fonction uniforme, la dérivée ®'(3) qui a pou 
expression, comme on le trouve aisément, 


2t dt 
et re 


ee 





et donne la relation suivante : | 
LE) I 
— logs —— <a (SE 
(2) °8 23 (#2 ; 
à 


Pour deux points infiniment voisins d’un point quelconque de la 
coupure qui correspondent aux valeurs £— 4, : = 10, et ont pour 
affixes les quantités e + 10, — +716, où € est infiniment petit 
positif, on a d’après la formule générale | 





; : 21H 
D’ € + 8 —— — £ —+— ( = Ps 
( t ) ( t ) ; e—270 ? 
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ou bien, si l’on introduit la quantité z — 10, 


Mais dD’(z) ne change pas de signe avec z, de sorte qu’on peut 
remplacer le terme ®’(— & + z) se rapportant à un point qui est à 
gauche de la coupure par ®'(e — z); il vient ainsi la relation 


P'(e+ z)— DP'(s— 3) —— r(cotrz — 1), 
qui s'applique à la fonction T.. 
Ayant en effet 


at CN CE 2 EE 


TT TG ECS), 


N | = 


on en conclut que l'expression 


Pts) ['(— 3) 


I 
NTSC yes tn PUS 


coïncide pour € infiniment petit, lorsqu'on suppose 3 — #4, avec 
la quantité 


— r(cotrz—1). 


Elle lui est par conséquent identique dans tout le plan, puisqu'il 
s’agit de fonctions uniformes, et si l’on fait, comme 1l est permis, 
log(— 1) —1ir, nous sommes amené à la relation 


Hi De) 





T(z) = Tads = — : — TK COL, 
d'où se ure facilement 
Den Te rer 
ou encore 
PEN RESTE) de ES 


De ce fait des deux expressions sous forme d’intégrales définies 
de la fonction D(z), l’une n’existant que dans une moitié du plan, 
tandis que l’autre subsiste pour toute valeur de la variable, mais 
avec l’axe des abscisses pour coupure, je crois pouvoir rapprocher 
comme analogue jusqu’à un certain point le résultat suivant qui 
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est d’une grande importance dans la théorie des foncuons ellip- 
tiques. Considérons comme fonctions de g, ou plutôt de w, en 
faisant g — eiTv, les quantités sn£, cn£, dn£. Si l’on posew = x +17, 
les expressions sous forme de quotients, à savoir 


Æ' H,(&) An Er OL Ce) 
F 6) SUIS 








SI LE Ï == 
Ro EE 


n'auront d'existence qu'autant que y sera positif et différent de 
zéro, landis que les développements en séries simples 





ii, 


+72 MX Han / 8 çi 
= en 2 KE ; 4Vq sing 4 Vgi sin3E De 





T 7 392 
2kK  oKE  4Vqgcost 4 Vg3cos3t 
SR ONE EE He. 
T T lg Er mL 
2 K 2 K 4q Cos2Ë 2 COS4E +... 
dn = | + 1 q A6 AT + 
T T IERUTE LES 


sont convergents pour toute valeur de qg, en exceptant toutefois le 
cas de w réel, ou y = 0. Or à l’égard de ces expressions analytiques 
entièrement explicites, l’axe des abscisses, comme la coupure de 
la seconde des intégrales de Binet, joue le rôle d’une ligne de 
discontinuité. Dans son beau et important travail intitulé : Ueber 
die Theorie die elliptischen Modul-Functionen (t. LXX XII du 
Journal de Borchardt), M. Dedekind a donné, d’après une indication 
de Riemann, la proposition suivante qui en montre le caractère. 


Si l’on suppose y infiniment petit positif, et x incommensurable, 


Par PARCS . ; m 
le module X est absolument indéterminé, tandis qu’en faisant x — ei 


où m et a sont des entiers premiers entre eux, On a : 


Ke. pour m=I1, n=I (mod 2), 
HR pour m = 0, nt; 
AID: pour m =1, n = I. 


En suivant l’axe des abscisses, à une distance infiniment petite 
au-dessus de cet axe, on voit donc se succéder, pour sn£ par 
exemple, les quantités sin£et tes répondant aux valeurs zéro 
et l’unité du module, et à des intervalles aussi rapprochés qu’on le 
veut. Je remarquerai encore que les développements ci-dessus, 
sous forme de séries simples, qui étendent à tout le plan, rela- 
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2K 2K£ 
4 dn : 

FT TT 
réalisent point cette extension de la même manière pour les trois 








Li \ ’ e gd 2K° 
livement à w, la détermination de sn, cn » ne 
à T 





: : T 2KE 
fonctions. Faisons en effet £ — - dans sn, et £ — o dans 


D T 
2K£ 
en ——;, on trouvera ces formules 


T 





> £K al TE 
D iVg # 4 Vg 





ne + 1— q Rsprsis ; 
2RROUIVT  4Vqt 
= + + —— ? 
T Les it 1 IG? 


dont la première change de signe, mais non la seconde, lorsqu'on 
I à : . . 

change g en 7 c'est-à-dire w en — w. Que de choses difficiles et 

délicates se trouvent amenées dans l’étude d’une fonction, par la 


présence d’une ligne de discontinuité ! 


Paris, septembre 1881. 


SUR 


L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIÈME ESPÈCE. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. XCIV, 1882, p. 901. 


L'expression donnée pour la première fois par Jacob, à savoir : 


“ Æ2snacna dna sn?x 9"(a) I O(x — a) 
ee ATX = D —— + —]0g ———— , 
À 1 — £2 sn?a sn?x O(a) 2 O(r+a) 


renferme un logarithme dontles déterminationsmultiplesrépondent 
aux diverses valeurs que prend l'intégrale suivant le chemin décrit 
par la variable. Dans le cas des fonctions complètes, que je dési- 
gnerai de la manière suivante, 


K 
Æ2 sna cn a dna sn?x 
(a) = f © —— ——— (dr, 
0 


1— £2 sn?a sn2æ 


K+ik 
kÆ?snacna dnasn?x 


cILl(a) — mer EE 
( à 1— £ sn2asn?x% É 


Je me suis proposé, en supposant les deux intégrales rectilignes, 
de lever toute ambiguïté et d’obtenir une détermination précise. 
On y parvient, comme je vais le faire voir. 

Considérons d’abord la quantité IN (a); en vertu de la relation 


O(K—a)=O(K + a), 


la formule de Jacobi donne immédiatement 


@"(a) 


H(a)=Ko 





+ LT, 
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où est un nombre entier qu'il s’agit de déterminer. Or, en 
supposant que a soit réel, l’intégrale est elle-même réelle, et, 
dans ce cas, on doit prendre nécessairement u = 0. J'ajoute qu'il 
en est encore de même si l’on a 


a=p+iq; 


p étant quelconque, et 4 compris entre — K’ et + K’, c’est-à-dire 
tant que le paramètre est représenté par un point compris entre 
deux parallèles à l’axe des abscisses, menées à la distance K’ au- 
dessus et au-dessous de cet axe. Dans cet intervalle, en effet, la 
fonction [{a) est finie et continue, comme le montre la formule 


mroter oi fie Q'(x—a) 6'(x+a) 
LE EN oe=R - see | dr. 





Plaçons-nous maintenant en un point quelconque du plan en 
changeant a en a + 2mtK', où m désigne un entier arbitraire. La 
fonction IT(a&) a pour période 2K et 2:K/; le nombre 7 doit donc 
être tel qu'on ait 


. 9'(a+2mikK) 


KR ———— hR— 
eta+ mi) TE “ 





Q'(a) 
O(a) 


Cela étant, la relation 


e'(a+2miK) 6'(a) mur 
O(a+u»miK)  O(a) K 





nous donne sur-le-champ u—m. La première des intégrales 
complètes de troisième espèce est ainsi une fonction doublement 
périodique de la variable &, continue entre les parallèles au-dessus 
et au-dessous de l'axe des abscisses, aux distances K’, 3K’,..., 
(2m — 1)K' de l’origine, et qui change brusquement de valeur, en 
s’augmentant de la constante ir, lorsqu'on franchit une de ces 
droites en s’élevant au-dessus de l'axe. 

Ce résultat peut être obtenu d’une autre manière, en considérant 
les coupures de l’intégrale 


1— {2 sn°a sn?x 


K 
Æ?snacna dnasn?r 
H(a) = (|. 
0 
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Qu'on pose, à cet effet, l'équation 


1— £?sn?asn?x — 0, 
on en tire 
a=+x+omkK+(2m+1)iK 

el, par conséquent, en faisant varier æ de zéro à K, toutes les 
droites dont il vient d’être question. On trouve ensuite, par la 
formule que j'ai donnée ailleurs (Journal de Mathématiques de 
MM. Weierstrass et Kronecker, t. XCI, p. 65), la constante 7, 
pour la différence des valeurs de l'intégrale en deux points infini- 
ment voisins au-dessus et au-dessous d’une coupure. 

Nous allons arriver à des conséquences toutes semblables en 
considérant la seconde fonction complète, qui est donnée par 
l'intégrale 


À K+IK ?2 sn cn a dna sn?x 
ii (a) — a. 
ë 1— k2 sn2a sn?x 


De la formule de Jacobi on tire d’abord, au moyen de la 


relation 
7 iTa 
O(K—+:K'— a) ae 


E(K+:iK +a) 
l'expression suivante, où 1 désigne encore un entier indéterminé : 


9'(a) , Ta 
(a) 2K 





07) + pre 
Elle monire que l’intégrale est une quantité réelle pour des valeurs 
réelles de a, ce qu’on voit d’ailleurs en changeant de variable et 
posant 
æ = K + ct, 


de sorte que 4 varie de zéro à K/. Au moyen de la formule 


I 


sn(K + it) — dE, *)” 


nous obtenons, en effet, pour transformée, 
Ko 
Æsnacnadua 


1 _ SR 
LÉ dn?(4,k")— kÆsn?a 


Je remarque encore que l'équation 


a=Ex+2mKkK+(2m+1)iK 


SUR L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIÈME ESPÈCE. 107 
représente, lorsqu'on y fait x — K + 54, la série des parallèles à 
l’axe des ordonnées, aux distances K, 3K, 5K, .… de cet axe, et 
qu'entre deux parallèles consécutives l'intégrale sera une fonction 
continue de &, sauf en des points isolés. Si l’on considere, en 
particulier, la portion de l’axe des abscisses comprises entre les 
limites K — € et — K +e, où « est aussi petit qu’on le veut, 
l’entier u qui ne change pas dans cet intervalle est nul, attendu 
que l’intégrale s’évanouit quand on suppose a —0. Nous avons, 
par conséquent, entre les premières parallèles, l'équation 


,@'(a) " Ta 
O(a) 2 K 





It(a) = K 


dont le second membre se reproduit, comme on le vérifie aisément 
si l’on change a en a + 21K. 

Cela posé, pour tout autre point du plan dont l’affixe peut être 
représentée par a+ 2mk, la partie réelle de a étant comprise 
entre — K et + K, nous avons 


H(a+2mkK)=Ilt(a), 
c’est-à-dire 





,8'(a+2mkK) r(a+2mk) ; ga), sa 
rte es HN CR TE 1 —— Rae | 
8(a+2mkK) Le 2 K ” O(a) DK 

et nous en concluons la valeur cherchée U = — m. 


— 200<———— 





EXTRAIT 
D’UNE 


LETTRE ADRESSÉE A M. MITTAG-LEFFLER PAR M. CH. HERMITE 


SUR UNE 


RELATION DONNÉE PAR M. CAYLEY 


DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Acta Mathematica, t. 1, p. 368-350. 


Le numéro d’octobre 1838, du Bulletin des Sciences mathé- 
matiques de M. Darboux, content, à la page 215, une équation 
intéressante pour la théorie des fonctions elliptiques, qui a été 
découverte par M. Cayley, et donnée par lillustre géométre sous 
la forme suivante. Supposons les quatre quantités w, v, r, s, assu- 
jetties à la condition 

U+P+r+Ss=o, 
on aura 
— k°?snu sne snr sns 


TES cn u cn? cn7 cns 


k'"? 
= 7 dnu dns dn/ dns —— T° 
"1 


Cette équation remarquable se démontre facilement au moyen 
des formules dont je fais usage depuis longtemps dans mes Leçons 
de la Sorbonne, et qui donnent la décomposition en éléments 
simples, des trois quantités 


snæsn(æ+a), cnæcn(æ+a), dnx dn(x+a). 
Soit 
O"(x) 
8(x) 





? 
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la première de ces formules n’est autre que la relation fonda- 
mentale de Jacobi, à savoir 


il 


snæsn(x + a) — av 
(- Sn 


[Z(æ)—Z(x +a)+Z(a)]; 


nous avons ensuite 


dn a 
CnxZ Cn(Z + a) = cena ———[Z(æ) — Z(x+a)+Z(a)|], 
dnædn(æ+a)= dna — — [Z(æ)—Z(x+a)+Z(a)]. 


Cela étant, si l’on fait u —x et r+s—a, de sorte qu’on ait 
p — — x — a, la relation à établir devient 


k'? snx sn(x+a)snrsns 


+  cnæcn(æT+a)cnrcns 
k"? 


_ psdnæ dn(æ + a) dnr dns =— +: 


2 


En employant maintenant les formules que je viens de rappeler et 
posant, pour abréger, 


I 








ÙU= -———1[17(x)—Z(æ+a)—7Z(a 
k? era ( ) \ ) ( ji 
on trouve 
dn a k'? 
U£'?snrsns + enr cns(cna — Udna)— dnr dns ( PE —Ucna)=—T 
ou bien 
(K’?snrsns— cor cns dn a + dnr dnscena)U 
I k'? 
+ cnrcnscena— — dn7 dns dna = — : 
k? k2 
Il suffit donc de faire voir qu’on à 
k'?snrsns — cnr cens dna + dnr dnsena —0 
| Ne ii 
corcenscna— — dnr dns dna = — — 
k2 k2 
sous la condition r+s—a. Soit r ——x, et par conséquent 
s — a + +, les relations que nous obtenons ainsi, à savoir 
k?2snæxsn(x+a)+cnæcn(x+a)— dnxdn(x+a)dna=o 
[ k'?2 
cnæcn(æ+a)cna— 7 dnæ dn(t+a)dna=— FT 
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reviennent exactement à celles qui résultent des formules de 
décomposition en éléments simples que nous venons d’appliquer, 
en éliminant la quantité désignée par U. On trouve ainsi en effet 


cnæcen(t+a)=cna—snæsn(r +a)dna, 


dnx dn(x+a)=dna—/Æ?snx sn(x+a)cna:; 


or, en multipliant la première de ces égalités par dna, la seconde 
par cna, on en conclut, en retranchant membre à membre, la 
première des deux équations à établir. La suivante s'obtient par un 
calcul semblable, qui revient à l'élimination de la quan- 


tité snæsn(x + a). 





REMARQUE 


AU SUJET DE LA NOTE DE M. LIPSCHITZ ‘?. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
PAXCV IL E88S p-er14r4. 


Les équations de Jacobi, ‘qui sont l’objet de la belle analyse 
qu'on vient de voir, 


k2 I 
M u.. dlog > . Te > 
d log q PS 3(g); dog q Le il 3(4); divgg En 6(g); 


résultent aussi de la formule fondamentale du grand géomètre 


“ JT 8"(x) 
done AS : 
if k2 sn? x dr — K o(z) 





Différentions et changeons successivement + en xæ+K, 

x + K + :K'; on en tire d’abord 
J 8"(x) O?(x) 
K E(æ)  8(x) 
JR Bit), @7() 
dn?x K 8;,(æx) 8(x) 
dx __J HPET) ” Hire) 
K H; (zx) RE) 








k? sn2x — 


k? cn?x 

















cn?æx 


Soit maintenant x — 0, le développement en série 





2 r 
(e) = 1—2qCOS2T + 2q*COSAT —... 
T 


(!) LipscuiTz, Sur un point de la théorie des fonctions elliptiques (Comptes 
rendus, t. XCVII, 1883, p. 1411). 
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donne immédiatement 


2K\? 7 = USE ; "1 , &30(q) 
() 8”(o) = 4(2q9 —2.4q +299 LORS 


de sorte qu'on peut écrire 


/ 


8"(0) = — — À d'So(g) 


7:10) dog 





puis semblablement 











K  Si(g) dlogg 








K 
J 4 dlog3:(q). 
K Jk(a) dlogg ” 











Jo(g) So(q) 
dogs Eee 
met "E:tg), (RENNES 
Jék(g) dlogg Si(g)  dlogg 
ou bien 
J:(g)1* 
| 
15 j d Eee us I d'log k? 
93(q) d'\ogg Je C0 d'\og q 
7 EI 
1e der AN CLS 891 1. dose 
2417) OMPENES 73(g) dlogg 


Il suffit maintenant de chasser les dénominateurs, en employant 
les conditions 


k9$(g)=%3i(g),  k234$(g) =36(g), 
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pour trouver immédiatement deux des relations différentielles 


cherchées 
2 TL RO d'\ogk”? En 
PT T7 ice (4) 


eL la troisième en résulte, comme conséquence de lidentité 


en ! 
“ET 


RQ 
un 
I 
ray 
+ 

RQ 
LA 
ru 
Land 
pa 
RQ 
LL — 


————> 000 —— 


EXTRAIT D’UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. MITTAG-LEFFLER 


SUR LA FONCTION snex. 


Acta Soctetatis Scientiarum Fennicæ, t. XII, 1883. p. 450. 
; , } 


Soit proposé de décomposer en éléments simples une puissance 
entière quelconque & de snx; cette fonction n’ayant qu’un seul 
pôle x —:K/, je pose x—1K'+: et, comme vous le savez, il 





É A s ? li a 
faudra calculer la partie principale du développement de 
ksne 


suivant les puissances croissantes de :. Soit donc 











Je remarque que À, est le coefficient de 


eo | = 


dans le dévelop- 


ga—2n—1 


pement de la quantité RÉ R On peut par suite le définir comme 


le résidu de cette fonction qui correspond à :—0, d’où cette 
expression 


l'intégrale se rapportant à un contour infiniment petit qui comprend 
l’origine à son intérieur. Pour décrire un tel contour, il faut poser 


3 —=p(cos{t+zsint), 


6 étant infiniment petit, et faire varier { de 4— 0 àt— 27. Oren 
changeant de variable et faisant sn z —&, ilest clair que, ayantaux 
infiniment petits près de troisième ordre C—z, la nouvelle 
quantité © décrira, comme 3, une circonférence infiniment petite, 


l 


| 
| 
| 


} 
. 


L 
: 
, 


SUR LA FONCTION sn. T5 

dont le centre est à l’origine. Par conséquent nous voici amené à 
$ : : ; I : 

la détermination du coefficient de 7° dans le développement 


Suivant les puissances croissantes de C, de l'expression suivante : 


sf dr le I 
Lo VR(E) RCE) 


R(E) = (142) (1 — A2). 


où J'ai fait 


Soit à cet effet : 


+ S 


e # a—2n 
I = PS RU CIF Ce ENT SR ane à CV 
o VR() 


“on aura en prenant les dérivées 


Es dt A—2 n—1 I 
(a&a— an) f ———— D roue CAN EE 
o,ÿ/ RCE) VR(E) à 


d’où 





I 4 dt a—2n—1 I dl I À 
var a Ko = ——— = +.... 
| RCE | Res". 


Le coefficient À,, qu'il s'agissait d'obtenir, a donc pour valeur 


a Lin 
CORTE 


et s’obtient, ce qui est bien remarquable, par le développement 
des puissances de l'intégrale elliptique de première espèce. 

C'est Jacobi qui a découvert ce résultat par une analyse extré- 
mement belle, au paragraphe 45 des Fundamenta, et je n'ai eu 
d'autre but que d’y parvenir en suivant la voie de la décomposition 
en éléments simples. Pour achever le calcul, je suppose en premier 


lieu que a soit impair, je mettrai sous la forme canonique la partie 


ra : I : ; 
principale du développement de ——, comme il suit : 
sn“%Ee 


1 I I 
1 D, Æ D;-3 53 Dos € 
a + À ——— + A; PATENT APTE 
| snæe (a) (a — 2) (a —,) 


2t d’après la formule concernant les fonctions de seconde espèce, 
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ce qui est 1c1 le cas, puisque nous avons 


sn4(æ+2K)=—sn«x, 
nous aurons 


; DAS D,=s°n7 
(ksnæ)i— 


1) Tee 


Admettons ensuite que «a soit pair, ce qui nous conduit aux 
fonctions de première espèce dont l'élément simple est la quan- 














. Le e 
Lilé CR Vous remarquerez d’abord que la formule 
(x) 
: Jx  O'(x 
il k2 sn2x dx — M D. à Ce 
mA K O7 
donne 
J CNE 2 
«2sn2(x) = — — D 
k? sn?(x) K Æ (x) ; 
puis 
; es 0'(x) 
D; 4? sn2x = — D:;}: LT > 


de sorte que l'expression canonique étant 


I I 
D;-: = D 
[I e ë 


en 
sn4E€ (a) NUE rer): 


nous obtenons, en désignant par C une certaine constante, 


D,_,:(42sn?2x) 


(Æsnæx)4 = C + + À 


D,-;,(kÆsn?x) 
(a) LITE 


Reste à déterminer cette constante, ce qui est facile comme vous 


allez voir. 


Soit en général F(z) une fonction doublement périodique de 
première espèce, qui admet pour: pôle unique x = iK’. Posons 
x = 1K'+e et joignons le terme constant à la partie principale du 


; ; - | I 
développement suivant les puissances croissantes de 24 de sorte 


qu'on ait 


] hr ge «a 
F(IK'+e) = a+ = + — + — +.. 
2 € c* 





1 ‘ 
le terme en - manquant dans le second nombre, comme 1l est 


© 
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nécessaire. L'expression de la fonction sera la suivante : 


; a D;(Æ?sn?x) a>D?(/?sn?7) 
F(x)=C+ak?sn?r — iDetAsnæ) ee M Lu CP 


Lee) 12.9 


D’ D 0 : 
d pe z2en- 
L Der DE tesnir) 


D ER 


et la constante se trouvera déterminée par cette formule 


où les quantités 29, 21, ..…, résultent de la série 


I [ 


= > à ! H 97 
+, | 0° ll oo PARLES LE 0 JR) D PAL 
= > AIO 5 il #6 [l 522% MORE Si I et ee 4 


sn? r x? 








: ns vf} 7 I : = : : 
le nombre £ désignant — ou » Suivant que n est pair ou impair. 
5 1 


J'en ferai une application en considérant la fonction que jai 
employée comme élément simple dans mes recherches, à savoir 


Q'(6) Fit 
x —ikK') + 
O (wo) ‘ 2K 








: £ H'(o)H(x + w) Àx — 

* ) — eAT: D) = — 20€ 

FACE 4 (æ, w) OLIS 

et je calculerai l'expression du produit 
Bta)=D;1(2)D> f(x), 


où f,(æ) représente ce que devient f(x) si l’on change À et w 
NEEN A EE 
Nous aurons d’abord en faisant x — :K/+ e : 


0 I : 20 
f(xr)= (en RL XL ——;: 
S { & 2 
13— 30) —00Q , 
te = £= 
6 
MC ON Ouh. 
24 ; 
Se) LE auf | 
les quantités Q étant 
2 2 jo À° 2 
Q = }2sn240 — ——— ,; Q, = Æ?snw cn dnuw, 
À 
2k2(1—+ 4?) 7—922k2+5/k* 


= SN? 0) — ———— . 
s) 4 
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De là, on ure facilement 


O2 + 30. 1220 I 
DE = Q)?+ 20Q,À Fe ne —— ce ne 
ni Fe à 
Cette expression donne 
D2(42sn?x) & 


— (2 === Q) 2 sn?% 1 C, 


et en remplaçant la dérivée seconde par son expression 


1 + #2 


k2 
; ) 1? sn?x + — + C, 


F(x) = £*sntr — Ce Q + 2 
»] 
ou bien 


Je2 
F(x)= ktsntæ — (X2— £?sn?w +1 + 4?) 22 sn2x + — + C, 
3 


Je trouve ensuite en employant les coefficients 


1 + À? 1 A2 
POS Te 01 UP 


9 1) 





el après quelques réductions faciles 


2 2 


Le 
(a) 


+ 24? snw enw dnuw.À + Æ2sn?2w.)?, 





C = At sntw — A2(1+ A2) sn? w + 
et de cette valeur je conclus enfin la formule suivante : 


I \ L, D L \ 
7a F(x) = Æ?(sntx + sn?x sn?w + sn*w) —(1— 4?) (sn?x + sn°?w) 
6 : 

— }2(sn2x — sn?2w)+ 2À snw cnw dnw +7. 


L'expression obtenue par le produit D;f(x) D;/,(x) peut 
être aisément vérifiée en la calculant par une autre méthode qui 
se présente facilement. 

Nous avons en effet 


D2702) Ur H'(x + vw) ja: 8'(x) Æ Q'(w) 
1%) H(xr+vw) O(æx) 9(w) 








puis en employant une formule que ja donnée dans les Comptes 


rendus 
D,f(æ) us snæcnæ dnzZ— sn cn dnw 
AE TOR sn?æ — sn? 
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Cela étant, la relation élémentaire 


H’2(0)H(z+w)H(r — w) 
ft) fitæ) = tee 


92(w)82(x) Rae Te) 
permet d'écrire 


I F2 x snæ CH Z dnx — snw cn dnuw 
LD, fe) De fi(e)= ( ROC ne 
L \ 


à sn?æ — sn? 


( ) snæ enæx dnæ + snw cnvw dnw 
Er | —— 


sn?æ — sn? ) 


(sn?æ — sn? ). 
Or ayant, comme on le trouve facilement, 


sn2x cn?x dn?>7 — sn2w cn?w dn?2w 


= - —=\#2(snt x + 
sn?æ — sn=40 


— (1+ A2) (sn2x + sn?w) +1, 


nous parvenons bien à la formule déjà trouvée, à savoir 


7 D, f(æ) Dz f(x) = k(sntx + x sn?w sn?w + sn°w) 
Le ; 


— (1+ A?) (sn?x + sn?w) +1 


+ 2À sn w ent dnw — À?(sn2x — sn?w), 


—> € Ce—— 


- sn?æx sn? + sn*w) 
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SUR LA 
RÉDUCTION DES INTÉGRALES HYPERELLIPTIQUES 


AUX FONCTIONS DE PREMIÈRE. DE SECONDE 
ET DE TROISIÈME ESPÈCE. 


Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. VIE, 
1583, p. 36-42. 





L'étude des intégrales hyperelliptiques de la forme 


où P, Q et R sont des polynomes quelconques en x, dont le 
dernier est supposé n'avoir point de facteurs multiples, s'ouvre par 
la réduction à un terme algébrique et aux fonctions de première, 
de seconde et de troisième espèce. La méthode consiste à décom- 
poser, en une partie entière et en fractions simples, la fraction 
op ; . s 1e PA 
rationnelle —, ce qui ramène d'abord aux quantités RS 


Q 
dx ue | Ur . 
(x a) ÿR? 00 lait voir ensuite que, en désignant le degré 


de R par r, la première peut être réduite pour toute valeur de m, 
aux cas où cet exposant ne surpasse pas 7 — 92, tandis que la 
seconde se ramène, par un procédé analogue, au seul cas de pe=i6! 

Dans une leçon à la Sorbonne, je me suis placé à un point de 
vue différent pour traiter cette question importante, et Je vais 
l'indiquer en peu de mots. 

Je partirat de la forme du dénominateur Q, que donne la 
méthode des racines égales, à savoir 


Q = Aa BBHICYH 


À, B, C, ... n'ayant que des facteurs simples; mais, en outre. Je 


EC. 
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mettrai à part, s'1l y a lieu, ceux de ces facteurs qui appartiennent 
au polynome À. Dans ce cas, j'adopterai l'expression suivante : 


QD AS PER GEL SAT. ., 


el" Sont des diviseurs de KR, et 1l me sera permis dé 
supposer À, B, C, ..…. premiers avec R. 

Cela étant, nous pouvons écrire, en désignant par G, H, ..., M 
des polynomes entiers 


P G H M 
: — 


= © + +... + — LE 
Q  AG+I  pf+1 S5 





el cette expression conduit à deux types d’intégrales 


= M dr 
a e = 
J AVR J SSVR 


que Je vais considérer successivement. 





Je ferai d'abord dans la première 
NS ENT 


en remarquant qu'on satisfait à cette condition, au moyen de poly- 
nomes entiers pour X et Ÿ, attendu que À et A’R n'ont aucun 
facteur commun, d’après ce que nous avons supposé. Nous aurons 
donc 

C Gdz [= PA Re 

| ASH /R AVR AG+1 


ou encore 
G d. Cid: : \L rs 
a è — 2 fe (R)YVR dr. 
AG+1 AVR AcYÿR « LAS 
Mais on obtient, en intégrant par parties, 


fo. (&) | Y VR dr = RCE RE x VR) y 


À 
et l’on en conclut la relation 


f Rd TX Ur... DC VR) Y VR 
rer M Ko 


AG+1 VR st AS /R a A 
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à laquelle je donnerai cette autre forme 





I. G dx Gide _ YVR 


AG+1 Fr Ac FEAT a A 
en posant, pour abréger, 


G=X+—YR+SYR. 
24 
On voit que, G, étant un polynome entier comme G, cette 
égalité donne une formule de réduction dont l’applhication répétée 


conduit à l'expression générale 


[ G dx = [= dx pVR 
SPF SRE" ? 
J AG+1VR A VR + A 


où I et ® représentent des fonctions entières de la variable. 


M dx 
Considérons en second lieu l'intégrale [55 où S estsupposé 











un diviseur de R, de sorte qu'on peut poser | 
RESELE 


Cela étant, je détermine deux polynomes entiers X et Y, par la 


condition 
M—=SX—+S'UX 


à laquelle on peut ainsi satisfaire , puisque S et S'U sont premiers 


entre eux. Nous obtiendrons par là 


M dx XdT S UY Le 

a —__—— + ee pe AN 

S5 ÿR S5-1YR J SSVR 
puis, en remarquant qu'on peut écrire successivement 


———— dx 


S'UY AA ETAT 
PR RS RS 
ERA Ol 


Q 
k 
AE 








LS > 
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cette égalité prend la forme 


(E X dx ML CY UN Y VU 
D nage rien LAN 
Ss ÿR eva : i\ 0; rer 
(PORN. 


Posons, pour abréger, 





D NU MOV UIC 


DIRE ll 


nous en concluons facilement 
[ÈS M dx M, dx Y VR 
S5 ÿR Mhenunre (s—:)s 


C’est donc encore une formule de réducuon, et dont lappli- 
calion peut se continuer sans qu'on soit, comme précédemment, 
arrêté par la présence d’un logarithme. De proche en proche, nous 
en concluons l’expression générale 


NT Ode VE 
fe VR JR 5 


dans laquelle @ et H représentent des polynomes entiers. 








Revenons maintenant à l’intégrale hyperellipuque, qui a élé 
représentée par la formule 


Age. G dx Fi * H dx "M dx 
QVR avr Heroes | ES DSC A 


Les résultats précédemment obtenus donnent la conclusion 





suivante : 
Soit K — ABC... le produit des facteurs simples de Q, qui 


n’ appartiennent pas à R; si l’on pose Q — KL, on aura 











7) 


[EE Fdx GR 


K VR L 


en désignant par F et G des polynomes entiers en x. 
L'intégrale à laquelle se trouve ainsi ramenée la proposée 


" 


À 
conduit immédiatement, si l’on décompose la fonction rationnelle + 


en fractions simples, aux fonctions que l’on nomme de troisième 
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espèce. Mais la partie entière de K’ que Je désignerai par E, nous 

amène à traiter un dernier point, ayant pour objet la réduction 
ES °Edxr 2 : à ; 

de l'intégrale mt Dans ce but, j'emploierai le développement 

en série, suivant les puissances descendantes de x, de l’expression 


suivante : 








qu'on obtient facilement, comme on va voir. 
Désignons par 7 le degré de R, et supposons le module de la 
variable supérieur au module maximum des racines de l'équation 


R — 0: on aura d’abord 


Multiphons ensuite par le polynome E, dont je représente le 


degré par e, il viendra ainsi 





E os re Y 
=. HE Ta , 
#l 


et, par conséquent, 





\ | éd SO 
E dx —-/  farert Bixe 
A 
à / 
JO VR E——+I e—- 
\ 2 2 


Tr + . . [ 
Nous concluons de là. en multipliant de nouveau par LE qu'on 


peut écrire 





DES FEAR RR 
VOOR 


M étant un polynome en x de degré e—r+1, S une série 
A A, à QUE ; : ME log x 
Mi... laquelle Saone eh ee eue quantité Cr 
#4 ve « ? 3 9 B 

multupliée par une constante, C’est le polynome M qui conduit à 


la réduction cherchée. Avant en effet 


=MR'+ M'R 
D,(M YR) = - 


MN 
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je considère l'égalité 


L 








E dx N 


y 
Vars VR 
où J'écris, pour abréger, 
T EL I ! A! D 
NES MR OMR 
2} 


el Je remarque que le degré de N résulte immédiatement de la 


relation 
N dr 


JO VR 





S ÿR = 


Si on le désigne par, et qu'on développe suivant les puissances 
*- descendantes de la variable, on trouvera en effet, en égalant les 
exposants les plus élevés dans les deux membres, la condition 


On a donc ñ — r — 2, et l'égalité 


JE = (Né ur 
VR VR 


donne, comme nous l’avons dit, la réduction de l'intégrale pro- 





posée. Je terminerai en remarquant que lPéquation générale précé- 
demment obtenue, à savoir 


HÉUVRE 





CP dx ÎÈ dx CUR 
== Len 
K VR L 


ne détermine pas complètement les polynomes F et G. Sans altérer 
la forme du second membre, on peut, en eflet, lui ajouter la 
quantité identiquement nulle 


EUR CLR 
CM RS 
7 


où H est un polynome arbitraire. Mais nous voyons par là qu'on 


dx —H VER, 


peut toujours, en disposant de ce polynome, supposer le degré 
de G moindre que celui de L. 
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Pour plus de clarté, désignons par f, g, k, l les degrés de F, G, 
K, L; on aura ainsi 9 —/— 1, et notre égalité montre, en 
développant suivant les puissances descendantes de x le terme 
algébrique et les deux intégrales, qu'il faut prendre f = r + k — 2, 
si l’on suppose, comme on peut le faire, le polynome P de degré 
moindre que Q. Cela étant, il est facile de voir que Get EF se 
trouvent alors déterminés. Prenons en effet la dérivée de l’équa- 


é | 184 

tion, et remarquons-pour cela que le quotient + est de la forme 
J ee , : 

Rp’ © désignant par J un polynome de degré r+k—1. Un 
in 


calcul facile nous donne 


P=FL + G(: KR—1) + G'KR: 


or, le degré par rapport à x de l'identité à laquelle 1 faut ainsi 
satisfaire étant r + # + 1 — 0, on obuent r + £+ [— 1 équations 
qui déterminent, par conséquent, les coefficients de G, au nombre 
de /, et ceux de F, au nombre de 7 + # — 1. De là résulte un 
second procédé que je me contenterai d’avoir indiqué en quelques 
mots, pour parvenir à la formule générale de réduction des inté- 


orales hyperelliptiques. 





SUR 
QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES NOMBRES, 


PAR 


Cu. HERMITE et R. LIPSCHITZ. 


Acta Mathematica, 1. I, p. 299-301. 


J. — EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE À M. LiIPSCHITZ. 


Vous connaissez et vous admirez, comme moi, le Mémoire 
de Dirichlet sur les valeurs moyennes, où 1l commence par donner 
aux quantités près de l’ordre ÿ/n, l'expression de 


PO Ho (sc o(n)=E (A), 


© (£) désignant le nombre des diviseurs de £. Dirichlet emploie 
d’abord l'expression connue 


Ein) s(=) +E (2) + E (à) Fa 


puis celle qu'il a découverte 


V 


U 
F(n) =— uv 2. E (2) mr) 


1 


où il suppose y — A. En voici une autre encore dont on peut 
conclure son résultat. Soit pour abréger 


»=E(yz), 


», 
Here D, E (=) — v?, 
1 


j'obtiens 
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Pour le démontrer, considérez la quantité F{n + 1), et supposez 
en premier lieu que # + 1 ne soit pas un carré, de sorte qu'on ait 


E(yÿr +1) = v. 


Dans la différence 


à 


F(n+1)—F(n)=2Ù LE (—=) n:; OIL 


1 





les seuls termes qui ne seront point nuls seront évidemment ceux 


 A+HI ; KA 
est entier, de sorte que la quantité 


| \ / 

: PSE # rt 
ff “CEE 
2 


Ÿ t 





devient alors égale à l’unité. Par conséquent 
F(n+i)—F(n) 


est le double du nombre des diviseurs de n +1, qui sont au- 


dessous de sa racine carrée ou bien le nombre total de tous ses 


diviseurs. 
Supposons en second lieu 





E(Vr+1)=v+1, 


Je puis écrire 


F(n+1i)—F(n) 











UNE F , | 
»E ( }—C+n+r2o0e+n art, 

ÿ +1 | : û 
de sorte qu'alors nous trouvons deux fois le nombre des diviseurs 
moindre que VAr +1, plus l'unité, c’est-à-dire encore la somme 


de tous les diviseurs de nr + 1. 
Paris, 12 mai 1883. 
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I. — EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. Lipscairz À M. HERMITE (1). 


.… En cherchant la cause de la symétrie parfaite qui se mani- 
feste dans la formule par laquelle vous avez exprimé la somme 


DST 


F(n) Hd Ti) 


= 1 


f(t) dénotant le nombre des diviseurs de t, j'ai fait l'observation 
que l’on peut représenter d’une manière semblable la somme 


17 


Fs(n) DE) 


£—=1 


où f(4) désigne le nombre des diviseurs de £ qui sont en même 
temps des puissances s°"*% d’un nombre, et où f;(t) coïncide 
avec f(t) pour s — 1. Une valeur quelconque de s étant choisie 
écrivons dans une première ligne horizontale les nombres naturels 
de 1 à », dans une seconde ligne tous les multiples de 2° non supé- 
rieurs à 2, dans une troisième ligne tous les multiples de 3° non 
supérieurs à 7, el ainsi de suite jusqu'à la puissance p° la plus 
grande qui ne surpasse pas n, de manière que nous ayons 


I 2 3 PICNONTÉ 


Ce tableau contient tous les nombres non supérieurs à n repré- 
sentés comme les produits d’un nombre quelconque et d’une 
puissance sième d’un nombre, autant de fois qu'une telle représen- 
tation peut se faire. Donc le nombre de tous les termes du tableau 
doit être égal à la somme requise 

I=n 


F,(n) DAC) 


? g== | 


(:) Il nous a paru intéressant de reproduire la réponse de Lipschitz à Hermite, 
les deux lettres formant un seul article dans les Acta mathematica. B?P. 


H. — IV. C. 


1 jf 


Là | 
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Le nombre des termes de la première ligne horizontale étant n, 


FA 


: : à n : : 
de la seconde ligne horizontale ÊI où l’entier le plus grand 


contenu dans une quantité 3 est désigné par [3], on a pour F,(n) 


l'expression 
€ Ms n ñn 
rune (lee | 2e Sie 


Mais si l’on détermine le nombre des termes contenus dans les 
lignes verticales, on trouve pour la première le nombre 


Ses 


1 


pour la seconde le nombre 


ñ° 
1 L 
9° 


et ainsi de suite jusqu à la dernière qui conlient un seul terme. 
Cela étant, le second mode d’énumération donne pour la fonc- 
tion F,(n) l'expression 


1 1 1 
1 717 «a n° n° 
PE ei Ed > — 5 D PIN 
Cie %] ë . : 
s $ $ 
2 3 n 


qui devient identique avec la première seulement pour s = 1. 

Comme les lignes horizontales sont construites de sorte que le 
nombre des termes de chaque ligne soit supérieur ou égal au 
nombre des termes de la suivante, et comme les lignes verticales 
ont la propriété correspondante, lénumération peut aussi s’exé- 
cuter de la manière suivante. Nous déterminons le nombre des 
termes des lignes horizontales successives de la première jusqu’à 
la avt ligne inclusivement 


OR TR PAIE PORTE TE M LEA et LUE 


nm 
CU 
pe 


el après cela nous déterminons le nombre des termes des lignes 


où y a la valeur 
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verticales de la première jusqu’à la v"e ligne. Alors nous avons 
compris tous les termes, deux fois d’une part, une fois de l’autre. 
Les termes compris deux fois sont évidemment ceux qui appar- 
üUennent aux à premières lignes horizontales et en même temps 
aux y premières lignes verticales, dont le nombre total est égal au 
produit uy. C’est done ce nombre qu'il faut soustraire de Ja 
somme des deux sommes mentionnées pour avoir exactement F, (7). 
D'où vient la troisième expression 


| MN PES 
n° 
HORDE ne pa | 


On parviendra au même résultat si l’on fait usage, pour trans- 
former la première expression de F;(n), de la formule générale, 
exposée par Dirichlet dans le Mémoire Ueber ein die Division 
betreffendes Problem (Monatsbericht der Berliner Academie, 
Januar 1851,et Crelle’s Journal f. Mathematik, Bd AT): 
même formule de Dirichlet a été appliquée pour la transformation 
de diverses séries arithmétiques par M. Ch. Zeller dans une 
Communication : Ueber Summen von grüssten Ganzen ber 
arithmetischen Reihen ( Nachrichten d. k. G. d. W. 
von Gôüttingen, mai 1859). 


Dans la troisième expression de F,(72) supposons le nombre y 
égal à 


Alors on parvient à la formule 


LE = tb L 

n° 

meme [2] S | 
Li ESS y 


qui se change dans la vôtre pour le cas s — 1. Actuellement on a 
les relations suivantes : 


LOTUS n en (12 + 1) 


nm 
ie 
er LV +. 
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On conclut de la première 
_— n L2 
UE ps? 

; ; ALES ; : ; x : 
c’est pourquoi y doit être égal à ou plus grand que u, c’est-à-dire 
= + 1. Dans le premier cas, la formule en question est démontrée. 
Dans le second cas, on a nécessairement 


n° n° 


2 —— <y+i. 


BUT EAN) 
Partant, toutes les (y — 1) quantités 


n° ñn 
- 1, 


(UT y 


ont une valeur égale à LL. Or en étendant la somme 


1 
ile 
n° 


=. 


d’abord de 1 à 4, puis de u 1 à y, la seconde partie a pour 
valeur (v—u)u qui, ajoutée à la quantité —uy, donne le 
résultat — u4?. Donc la troisième formule est transformée dans la 
quatrième, ce qu'il fallait démontrer. 


Bonn, 6 juin 1883. 


SUR UNE FORMULE RELATIVE 


A LA 


‘THÉORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 


American Journal of Mathematics, t. VI, 1884, p. 60. 


En restant dans la sphère des questions élémentaires, permettez- 
moi de vous indiquer une rectification que je viens d'exposer à 
mes élèves, sur un point traité dans la XIT° lecon de mon Cours. Il 


No L'RÈ08 : I É 
s'’acit des applications aux fonctions —— et cotx de la formule 
O sin 


qui donne l'expression générale des fonctions uniformes 


\ 


F(x)=© [6 (—>) Fr P,(æ)| + G(x). 


C'est la détermination du terme complémentaire G(x) qui 
présente une grande: difficulté, dont on voit bien la raison, ce 
terme dépendant essentiellement du polynome P,(x) qui peut 
être varié d’une infinité de manières. Dans le but d’éviter cette 
difficulté j'ai fait la remarque que la relation 


FER FLE =ra-26( L ) 
LT 3 Me er * TXT — € 


\ 


lorsqau’en agrandissant indéfiniment 
q 





I 





donne F(x) — SGa( 


le contour fermé désigné pars, l'intégrale J relative à ce contour a 


HE rgmm 


zéro pour limite. J'ai ensuite pris une circonférence de rayon KR 
XRF(Reë) 

| Re— > 
l'angle 4 pouvant avoir une valeur quelconque entre zéro et 2r et À 
désignant toujours le facteur de M. Darboux. IlLest donc nécessaire 


ayant son centre à l’origine, ce qui permet d'écrire J — 
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pour qu’on puisse conclure de cette expression J—=o que la 
fonction F (3) tende vers zéro en tout point de la circonférence 
considérée, et c’est ce qui n’arrivera certainement pas dans le cas 
de F'(s) — =; l'infini étant alors un point singulier essentiel. 
Sin 3 
Et en effet, en posant z = p + iq,sins croit indéfiniment avec g, 
mais nullement avec le module de pig, comme il serait nécessaire. 
L'erreur que j'ai ainsi commise s’évite aisément si l’on prend pour 
contour d'intégration au lieu de la circonférence un carré ayant son 
centre à l’origine des coordonnées. Soit 2a le côté de ce carré et 
F(z) 


EE À. 


, on trouve alors 





posons F(3) — 


ST 
pin =i |  [F(a+it)—F(—a+it)] de: 


 —a 


= f [F(éa +1) — F(— ia + L)] dt, 


c’est la formule que Jjé vais employer en supposant en premier 
heu 





À cet effet, je ferai a— 2mT—+a, à étant fixe et » un entier 


qui croît indéfiniment ; or je remarquerai à l’égard des quantités 
sin(æ + it), sin(za+t), que, pour toute valeur de t, le module 
de la première a pour minimum sina, le module de la seconde aug- 
mentant avec &, au delà de toute limite. Les expressions suivantes 


NA : 24 À 
# F(a+it) dt — 


ie (a+irt—x)(a +it)sin(a Ce 


+ 4 
| 24 
F a — 
É (za + t) dt {ia +r—x)(ia+Tr)sin(ia tr). 


où 7 est une valeur de { comprise entre — a et + a, À le facteur 
de M. Darboux, montrent donc que les intégrales ont bien pour 
limite zéro lorsque «à croît indéfiniment. Il en est de même évi- 
demment des deux autres É 


+ 4 + «a 
‘1e F(—a+it)dt et [ F(— ia + t) dt 


figurant dans l'expression de J; il est ainsi démontré qu’on a J =o 


der 


Q2 
QT 
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pour a infini. Comme conséquence nous avons la formule 


I Se 
PRE a EE 
TX Sin Tr  æ? TNT 


et le signe Ÿ s'étendant aux pôles contenus dans le contour d’inté- 
grauon, on doit attribuer à x toutes les valeurs entières positives 
et négatives en excluant » — o qui correspond au pôle double mis 
à part. Cela étant, on trouve 


(—)" 


nT 





Rx Er 


et nous pouvons écrire 


I I (—1)}2x 
- = — + ù a —— 
sin æ œ nr(T—nT) 


+ 
1 I 1 
; de pr) 
SInT A LT NT nt 


puis enfin, en rassembiant celles qui correspondent aux valeurs 





ou encore 





de n égales et de signes contraires 


a » 
1 I D (—3)t2æ% 
- ——— —— CEE BAL ARESNER ST 
SIN & Tr. n T?— nr? 


1 





cotz 





Je passe à la fonction F(3)— » et je considère comme 


tout à l'heure, pour une valeur quelconque de 4, lés modules 
de cot(a+it)et cot(ia+t). 


COS 216 + COS24 


r Ja quantité : mod? cot (ia + it) — a pour 
q (a + ) ne ct ni nel 
; I COS2 4 è CRE E voe 
maximum ————— ou bien l’unité suivant que cos 2 a est posilive 


I — COS2«a 
ou négative, et quant au module de cot(ra +t), on sait qu'il est 


égal à 1, pour & infiniment grand. Vous voyez que ces résultats 
suffisent pour établir que toutes les intégrales composant la valeur 
de J ont encore comme précédemment zéro pour limite; on a donc 
rigoureusement démontré la relation 


cotær [ [ 
= + N ———, 
æ æ? nTr(T—nT) 


d’où se ture l’expression ordinaire 


cotæ = + + © 
F2 x — nr? n° T2 








EXTRAIT 


D'UNE 


LETTRE À M. SYLVESTER. 


American Journal of Mathematics, t. VI, p. 173-175. 


.… Puisque vous êtes assez bon pour publier mon énoncé sur la 
fonction qui représente le nombre des décompositions d’un entier 
en deux carrés, j'y ajouterai quelques observations sur une question 
voisine en considérant la fonction o(n) égale à la somme des 
diviseurs de 7. 

J'ai été amené à joindre à la fonction E (+) qui désigne l’entier 
contenu dans + les deux suivantes : 


H(æ)<E (e+ +) —E(x) et E:(æx) = -[E2(x) + E(x)|. 


I 

À 

La première qu’on peut aussi exprimer par 
E;,(x) = E(2x) —2E(x), 

et dont Gauss a fait usage, a pour principale propriété que 


Er +0 = Ex) ? (e+i)=1- Be) 


et l’on voit qu'elle est toujours égale à zéro ou à l’unité. Elle a 
pour valeur l’unité lorsque la différence entre x et le plus grand 


. e 4 , ] n | , CC 
entier qui y est contenu égale ou ‘surpasse a Cela étant, voici une 


circonstance dans laquelle elle se présente. 
Soit F(n) le nombre des représentations de 7 par la forme 
2 2 

æ?+ y?, on aura 


F(2)+F(6)+...+ F(4n +0) 
1 [es (+ re (A) +, Ee °) 12. 21 |. 
2 6 10 an +2 


Mais c’est surtout de la seconde E, (x) que je vais m'occuper. 
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Soient » un entier impair et ©(n) la somme de ses diviseurs, on 
aura 
p(I)+ow(3)+...+o(n) 


\ / S F 
a B (2) + (2) en, (EE) 
j z. 6 [O 




















les deux sommes étant continuées jusqu’à ce que les quantités sous 
le signe E, deviennent moindres que l'unité. 
De cette expression de Ev(n) j'ai tiré les conclusions suivantes : 
Soit À= E (V/n) : la somme relative aux entières impaires qui 


sont = 35 mod 4, à savoir 


DDR D CT EST EQATE x r) 
a pour valeur 


| | n —C? {nn —c? 
2(n?+ n)+4Ù Le (—) +8 (ES) |: 
ë 2C+I 2C+I 
1 


La même somme, en considérant les nombres = 1 mod 4, c’est- 


| 


à- dire 
E(I)+9(5)+...+<o(4n +), 


conduit à considérer deux cas. Je suppose d’abord que 4n +5 ne 
soit pas un carré; en faisant 


j'obtiens 


. 9 


9 


(2) 2 AE GA2—+ X 


Mais s’il arrive que 4 n + 5 soit un carré, le terme algébrique se 
modifie ; la valeur de la somme étant dans ce cas (!) 


Es. 
n — c? 23 + À 
E> AN EE U PNR E 7 
D à CT, a 


(!) Il semble qu’il y ait dans cet article quelques confusions d'écriture, mais 
nous n'avons pas cru devoir modifier le texte d'Hermite. 
LAS 


RE LR NET et PR TER 
Mal An ‘ : k b À, 








SUR QUELQUES CONSÉQUENCES ARITHMÉTIQUES 


DES FORMULES 


DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Bulletin de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, : 
t. XXIX, avril 1884, p. 325-352. 


Dans les Comptes rendus de l'Académie de Berlin de 1855 (!), 
M. Kronecker a donné des propositions d’une grande importance 
que j'ai pour objet d'établir dans cette Note, en me plaçant à un 
point de vue bien différent de celui de lillustre géomètre. Posons 
avec les notations de l’auteur : 


Jo(g)=1—-2q+2qt—2q+..., 
Sig) =2Vq +2Vqg +2ÿ/q5+..., 


J3(g)=1+2q+2g+2q+..., 


et désignons par F(x) le nombre des classes de formes quadrati- 
ques de déterminant — 7 dont un au moins des coefficients extrêmes. 


à ; 5 LA: f . 
est impair, avec la convention d'écrire F(n) — 5’ au heu de Fr), 


lorsque n est un carré. Les théorèmes dont: je Vals m'occuper 
consistent dans les relations suivantes: 


æ 1 

(A) IS FGR + 2)g" À = 53(g) (9) 
« ne 

(B) 4D FGn+i)g * = B:(g)34(4) 
0 
É 2n + © 

(C) SJ F(Sn+3)g ‘=33(9), 


(!) Ueber quadratische Formen von negativer Determinante, p. 223. 
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qui révèlent une liaison étroite entre la théorie arithmétique des 
formes quadratiques et la théorie analytique des transcendantes 
elliptiques. Deux voies s'offrent pour conduire à ces beaux résul- 
tats : l’une, qui les a fait découvrir, est celle de M. Kronecker; elle 
part de la considération des modules singuliers qui donnent lieu à 
la multiphication complexe. Une seconde que j'ai indiquée succinc- 
tement dans une lettre adressée à M. Liouville (*) repose plus sur 
l'analyse que sur l’arithmétique, la notion de classe s’y trouvant 
amenée par la considération des formes réduites. Elle m'a donné 
déjà la démonstration de l’équation (C) ; je me propose mainte- 
nant d’en tirer d’une manière plus directe cette même relation, et 
aussi d'établir les théorèmes (A) et (B) qui sont du plus grand 
intérêt. J’exposerai ensuite, comme conséquence de cette méthode, 
quelques expressions des sommes 


[4 


L12 - nm n 
D F(Ar +2), d'F(in+n), D'E(8n +3), 
0 0 0 


où l’on verra une nouvelle application de la fonction E (x), repré- 
sentant l’entier contenu dans x, qui a été récemment l’objet de 
plusieurs communications importantes de M. Bouniakowsky. 


La représentation des différentes classes de formes de détermi- 
nant négatif s'obtient par des formes particulières auxquelles on 
donne le nom de réduites, et qui sont caractérisées de la manière 
suivante : 

Désignons-les par (A, B, C), et soit : une quantité du signe 
de B, et égale en valeur absolue à l'unité; on aura les conditions 


AE'CA 2€B £ A. 


Mais faisons pour plus de précision la distinction entre les formes 
non ambiguës et les formes ambiguës. Les premières seront 
(A, +B, C). en supposant B positif, différent de zéro, et excluant 


(1) Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications à l’arithme- 
tique (Journal de Liouville, année 1862, p. 25). 
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les cas d'égalité dans les conditions précédentes qui deviennent : 


AD ITR DEA. 


Les autres ensuite seront de ces trois espèces : 


(A# 0, C) AZ OC, 
(eh B10) 2 RENC, 
(A, B,A) > B'AN 


> 


et c’est seulement quand le déterminant changé de signe est un 
carré ou le triple d’un carré, qu'on doit prendre : 


B='C ou bien 2B=C 2 BEA 


Cette notion des formes réduites doit recevoir une modification 
légère en vue des recherches qui vont suivre, où nous considérerons 
exclusivement les formes dans lesquelles l’un au moins des coeffi- 
clients extrêmes est impair (!). | 

Convenons de désigner par &, a’, a” des nombres impairs ; par à 
et b' des nombres pairs; ils se répartiront, pour un déterminant 
impair, dans ces trois catégories : 


DÉC RUR Ur (II) (a,a',b), (III) (b,a',a) 
et pour un déterminant pair dans les suivantes : 
(LIT 2 (166 & BSD (ID (62e 


Supposons maintenant ces formes réduites et admettons que les 
coefficients moyens soient positifs ; je les ramènerai, comme on va 
voir, au premier type. En raisonnant, pour fixer les idées dans le 
premier cas (déterminant impair), j'efflectue la substitution au 


déterminant — 1 
x = X + rl VIE Y 


dans la forme (11). Elle devient : 


(a,a—a,a—2a +b) 


el par conséquent du type ([), mais le coefficient moyen qui reste 


(!) Ce sera par conséquent l’ordre proprement primitif et ses dérivés lorsque 
le déterminant sera impair ou le double d’un nombre impair, seuls cas qui 
s'offrent dans les théorèmes de M. Kronecker. 
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positif franchit la limite caractéristique des réduites. Il est en 
effet l’un des termes de la suite : 


a—k, a—k+2,  a—k+4, ..., a—1, 


à ax é ; a 
où Æ désigne le plus grand nombre impair Contenu dans —: Toute- 


2 


fois le dernier coefficient ne cesse pas de satisfaire à la condition 


a—2a+b>a, 


puisqu'on doit supposer : 2 a < b. Le même résultat s’obtenant à 
l'égard de la forme (IL), qui est improprement équivalente à 


(a, d'; b), 


et par suite proprement équivalente à 


2 


(a a—a, a—2a+b), 


nous avons cette conclusion, que toutes les classes de déterminant 
impair sont représentées par les formes du type (1), (A, ÆB, A) 


où l’on supposera 


NE NT RO: SR et ASTA 


Quant aux formes ambiguës, deux cas sont à distinguer, suivant 
que le déterminant est =1, ou = 3 (mod 4). Dans le premier il 
n'existe que la seule espèce (A, o, A’), À n'étant jamais égal à À’ ; 
mais dans le second cas, les formes ambiguës sont d’une part (A, 
0, A’) avec la condition À < A, puis (A, B, À) en prenant 





se DIT PAPE Us SE 1 


On établira de la même manière, en considérant les déterminants 
pairs, que les formes non ambiguës se ramènent au premier 
type (A. + A”, A), où l’on doit supposer 
YP ) ) ; Ï 

ER PRET MT CRE et ASS: 


les formes ambiguës sont ensuite 


PASLAS A) avec l'inégalité AE IA 
puis 
(A, Ê É A }; 
en prenant encore : 





« 
» 
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Cette seconde catégorie ne se présente d’ailleurs que lorsque le 
déterminant supposé pair est divisible par 8. 

Nous avons exclu, dans ce qui précède, les formes de l’ordre im- 
proprement primitif, et des dérivées de cet ordre, nous ajouterons 
à leur égard, pour les déterminants = 5 (mod 8), la remarque sui- 
vante. Ces formes, pour de tels déterminants, sont du type(2 &, a", 
2 a') ; en supposant &” positif, elles sont réduites sous les condi- 
tions 


! 


DES AA: 


Admettons maintenant que le coefficient moyen soit l’un des termes 


de la suite 
L'EURO MEET 


les formes obtenues en prenant 
d'=a+2,a+f,...,2@—I 


ne seront plus réduites, mais elles le deviendront par la substitution 
précédemment employée 


z=X+Y, y—=—\Y. 


En effet dans la transformée obtenue 


(2a;2a—a",2a—23a"+2a), 


les conditions caractéristiques 


f 


2a— a" "<a, 2a— a" <La—a"+a 


sont satisfaites, puisqu'elles reviennent à celles-ci : 
Er 9 AU Ce Re 7 
Toutefois 1l sera nécessaire, quand on aura 
a—d'+a <a, c'est-à-dire L'AULe, 
d'employer en outre la substitution X = Y', Y — X/. Soit main- 


tenant 3 
a"= à + b, a'= a + b", 
faisons aussi 

a — b = &;; 


la transformée précédente devient 


(24 + 2b, a,2a + 20"), 


un de 
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les nouveaux éléments &,, b, b' étant entièrement arbitraires. On 
voil ainsi que cette forme donne deux fois la série complète des 
réduites, à savoir les réduites elles-mêmes, si l’on prend "> b, 
puis leurs transformées par la substitution % ES d'A CET C2 nd 
on suppose b'< b. Nous avons donc le résultat suivant dont nous 
ferons bientôt usage. Concevons que à, a', a" parcourent la série 
des nombres impairs sous la condition 


GET Re AE Ts 


la forme (24, a”, 2 «') représentera, d’une part, les formes ambi- 
gués, (24, a, 2 a), puis celles-ci (2 a, a', 2 a’), qui se ramènent 
à (2a,2a—a,2a); c'est par conséquent la suite complète et 
sans répétition des formes ambiguës. Il y a à excepter toutefois la 
supposition de a = a, c'est-à-dire la forme dérivée de (2, 1, 2), 
qui s'offre seulement lorsque N est le triple d’un carré. Elle repré- 
sentera en second lieu, et répétée trois fois, la série des formes non 
ambiguës, équivalentes proprement ou improprement aux formes 
réduites dont le coefficient moyen est positif. 


IL. 
/ 
Le théorème (A) de M. Kronecker, qui consiste dans légalité 


+ 


wir 


DE (GR +2)g — 33(q) S:(q); 
0 


s'obtient au moyen de ces séries, où j'écris pour abréger 


iris PERS au lieu de CAEN TIREUR 





mn 
_ 
FR 
ND 
7 
S 
a 
da 


sin(27n +—1)#, 





*) De 

















Hs DE PR NA D 
1 
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2kK > Kx 








sin , la seconde 


v 


La première est le développement de 


TT 
que j'ai donnée sans démonstration (!) a été établie, ainsi que 
d’autres de même nature dont je ferai usage, dans une excellente 
thèse de doctorat de M. Biehler (?) à laquelle je renvoie. Multi- 
plions-les membre à membre, puis intégrons entre les limites 


zéro et -,; en employant les formules 
2 





T T 
9 e 2 
rs NT T sin(2n +1)# T 
0 r 2 V9 SIND T 2 
On trouvera ainsi 
si l’on pose pour abréger 
Me 
QE à RAT EURE 
n LEA Det 
0 
(n+=) nb 1 9 12% 
Le 70 TT ET er 4 J 


» 
ñ Ta Ce - 
1 


Je développe maintenant ces expressions suivant les puissances 


de g en remplaçant par 1+ gti Ont) LE .,., et 


2n+1 


j'obtiens d’abord 


L4 


où a et «/ parcourent la série entière des nombres impairs. Soit 


ensuite 

et l’on aura 
5 4 = {(eH+ Lau ia") 
S 1 = > q° à 


Désignant donc par N un nombre impair quelconque, et par 2 (N) 


(1) Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux formes quadratiques 
CORP ACAIMSE Muller r862). | 

(2?) Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques 
de troisième espèce (Paris, Gauthier-Villars, 1879). 
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ss 
Qt 


le nombre de ses diviseurs, nous pouvons déjà écrire 


S = d'o(N)g 


En passant à la seconde somme S,, nous poserons 


N 


(CRE 


a?+oaa —a"?=2N, 


de sorte que 2 N sera le déterminant changé de signe de la forme 
quadratique (a, a”, a + 2 a!). Cela étant, nous établissons que nous 
avons ainsi obtenu le type de nos nouvelles réduites pour un déter- 
minant impairement pair, représenté par (A, A”, A’) en montrant 
que la différence À — A’ est nécessairement le double d’un nombre 
impair. Or on a 
AA'— A"2—9N 
et par conséquent 
AA'=3 (mod 4). 


En multipliant par le nombre impair À/. nous en conclurons 
P | P 


A=3A (mod 4), 
d’où 
AR A = AT (MO), 


comme il fallait le faire voir. Soit donc pour un moment f (2 N) 


ie nombre des classes non ambiguës de déterminant — 2 N ;il est 
clair qu’on obtient, puisqu'on exclut les valeurs négatives de A”, 


1 
* l sù 
S1 — d  J(2N)g° ; 


» 


et Le développement de 3°3; s'offre sous la forme suivante : 


s 1 : 
T3 93 — 4Z[9(N)+f(2N)]g* . 
Mais le nombre des classes ambiguës de déterminant — 2 N étant 


o (N), la somme © (N) + f(2N)est précisément la fonction F(2 N) 
de M. Kronecker, dont la proposition se trouve ainsi démontrée. 


JE. 


Le second théorème de l'illustre géomètre se tire des séries 
H. — IV. 


10 
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de 
2 T 1 Â 2-1 < 
Fo Tee ER 7 = Sinon 0e 
\ n 1 — Hire . 


H (2 Ti SIner 
) 0 
>K x 
e: ( =) n (222) y 


T Es u« 


En les multipliant membre à membre, et intégrant entre les 


suivantes : 

















[iog-i+...+og-#]sin(2n+1)x. 








s ; T L ; | 
limites zéro et >, on en déduit cette expression : 


où l’on a : 


(n +3 \+enti 


Ex 
S, — PR SE LE 9 q—1 Aus ae 
1 Dr: — gui [1+2g"1+...+2g#] 


Cela posé, désignons encore par a un nombre impairquelconque, 
et soit b—0, HE, T4, ..., (a —r); latphremiénesshepeend 


ST. 


et l’on en conclut facilement 


S=Ye(Ng : 


N parcourant la série des entiers impairs = 1 (mod 4). Soit en effet 


cette nouvelle forme 


ln 


à et 9 étant deux diviseurs conjugués de N; on aura nécessaire- 
ment à —0' (mod 4), et les deux systèmes d’égalités 

a + b = à, a —b = à, 
ou bien 


a V'=», a+ b—0 


détermineront toujours pour & un nombre impair, et pour b un 


de Lx % 
+ cr DATE ut 
4 x LE 

! 
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nombre pair, qui change de signe en passant de l’un à l’autre ; le 
cas où N est un carré correspondant à b— o. 

La quanuté S,, développée suivant les puissances de g, donne 


ensuite x 
: (a?+4ac— 0?) 
s=2 9 
où l’on doit faire : 
Cet LU 5 À 
b—0,+2,+4,...,+(a—t), 
OST ES LT, 


Soit maintenant 


a+ {ac — b?= N; 


on voit que N sera = 1 (mod4) et représente le déterminant 
changé de signe de la forme (a, b, a+ 4 c). Nous trouvons ainsi 
l'expression (A,  B, A’) que nous avons déjà considérée, car le 
produit AA’ étant = 1 {mod 4), la différence A! — A est un mul- 
_tiple de quatre. Or il a été établi que cette forme donne d’abord 
la série entière et sans répétition des réduites non ambiguës, puis 
les formes ambiguës de l'espèce (A, o, A’), où l’on a À < A’. C'est 
donc la totalité des diverses formes, moins celles qui sont repré- 
sentées par (A, B, A), en prenant 


De CORP AIN ET : 


Le nombre de ces dernières est pour une valeur donnée de N 
le nombre des solutions de l'équation 


A2— B'=—N, 


avec la condition que B soit positif, On doit donc comme tout à 
l'heure poser, en désignant par Ô et 9' deux diviseurs conjugués 
de 4N, 

AB — Ô, A+B— Ô, 


mais prendre maintenant 0 >> 0, de sorte que le nombre cherché 


] , , . 
est -o(N), lorsque N n’est pas un carré. Dans ce dernier on obtient 
2 


évidemmen 





3 AL er 2 RO AOL Era 
2 DA 


+1, ou De ce que nous 


venons d'établir résulte que, si l’on désigne par F(N) le nombre 


Dr mass MEN EU ESS NN 
A | 4. 
, d \  « 
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des classes de formes quadratiques de déterminant — N, on obtient 


1N 
=D FINE), 


en convenant, lorsque N est un carré, de remplacer EF (N) par 


I 4 
FE (N) — 4e Or on a trouvé 


1N 
S = g(N)9° 
nous avons par conséquent 
Fe LA 
V2 4(S +280 1 F(N)g! 
comme 1l s'agissait de l’établir. 
TV: 
Le troisième théorème de M. Kronecker, exprimé par l'égalité 


3 
2n+— 


SÙ F(S8n+53)g Fat) 
0 


se conclut du développement 


WE E die 2Kx 

0 0, : 
œ T TT 0) es Et 
9 — © — —= + — 


H(2)n (2e) _ sin2x 1— g2" 
FT T 











siINn2nT, 








où il faut prendre 


et de celui-ci 


H (At) (2e) ù se : 
T TC Fr nr nt 


A PRE) ne) ‘+ g D ( J Ju 











dans lequel x parcourt la série des nombres entiers. 
En opérant comme précédemment, nous trouverons d’abord 


: 33 8(S +281) 
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où l’ona fait, en supposant a — 1,3, 5... 


a?+-2 6 rNe 2e PR Se. À 
D Lai EE ‘+ g +... + 9 ( :) |. 


1 27 


La première suite pouvant s’écrire 


Tan) 
RE 


IN EAU +11, 


nous poserons N = 4a?— a? ;ce sera un entier = 53 (mod8),et 
nous désignerons par à et 2’ deux de ses diviseurs conjugués. Cela 
fait, soit 

2 A0, V2 RAE= D ; 


ces conditions détermineront pour & et a! des entiers impairs, puis- 


qu’on a à = 3 0 (mod 8), et en prenant 0 < 0’, a’ sera positif. Le 
1 


\ 


N 
coefficient de g* sera ainsi la moitié du nombre des diviseurs de N, 


et nous écrirons : 
1Y 


Le =D 9 (Ni. 


Le développement de S, suivant les puissances de g étant 


Ta Pas 


A NE NO PRÉ ESS ANT ESS HI Gr 2-1] 


ou bien 


12) 


L(xaa— a - 
St ) g' ; 


dar D: 


en posant 


Nous ferons 
| N=#4aa — a”?, 


ce sera donc encore un entier = 3 (mod 8), qui se présente comme 
le déterminant changé de signe de la forme (2 a, a”, 2 a"), et ce 
que nous avons établi au paragraphe 1, à l’égard de ces formes, 
donne la conclusion suivante : 
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Soient pour des classes improprement primitives (N) le nombre 
total des formes ambiguës, f (N) la moitié du nombre des classes 
non ambiguës, le nombre de solutions de l’équation 


aa —dQ?=N 


est (N) + 3 F(N), en exceptant le seul cas où N est le triple d’un 
carré, la quantité précédente devant être alors diminuée d’une 
unité. 

On a ainsi 


Si= SIN) +3 (N)gt 


or on sait que (N) — =e (N), de sorte qu'ayant obtenu 


1 1 
NAPPES 4" 
S= D = p(N)g => (N)gu 
nous en déduisons 
[l 
2N 
S+2S= SIN) +2f(N)Ig* ; 
el par suite 


= 24 UN) +2 f(NIg 


Le procédé que je viens d'employer conduit comme on voit au 
nombre total des classes improprement primitives de détermi- 
nant — N, représenté par (N) + 2 f(N), celui que j'ai donné anté- 
rieurement (Journal de Liouville, 1862, p. 25) fournissant, sous 
la forme même qu’a obtenue M. Kronecker, l'équation 


1 
2N 
DRE 4 où 


où F (N) désigne le nombre des classes proprement primitives. Du 
rapprochement de ces deux expressions résulte donc la relation des 
Disquisitiones Arithmeticæ 


F(N)=3[(N)+2/f(N)] 
et dans le cas où Nestle triple d’un carré - 
FCN) = 3[(N) + 2 f(N)] — 2. 


M. Lipschitz a donné, de la même relation, une démonstration 


ca 


(4 


LR NE ni PA EE 3 NP EST Te POSE UE 
: 
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arithmétique aussi simple qu'élégante dans son beau Mémoire 
publié dans le Journal de Crelle (1. 53) : Einige Sätse aus der 


T'heorie der quadratischen Formen. 


V. 


Il me resle à indiquer des conséquences arithmétiques des 
formules de la‘théorie des fonctions elliptiques dans lesquelles 
intervient la fonction E (x); elles se tirent de la remarque suivante : 

J’observe d’abord que, si l’on pose 


f(x) = A+ AT +...+Anan+..., 


le développement suivant les puissances croissantes de la variable 


du quotient (2) donne la relation 


f(æ) 


[ — 


= A+ (Ao+ Ai)T+...+(Ao+Ai+...+A,)tr+...…. 





2 


Cherchons pareillement le coefficient de z* dans le développe- 


VRETRE 
[— x 
conque. Comme on peut écrire 


f(æ4) 


rt 4 





ment de la quantité , où a désigne un nombre entier quel- 


— Y Au Ta, 


LT TT A RP 


PALAU PER PNR TE 


nous poserons la condition au + À = n, qui donne évidemment 
n È ; 
hounaniiemaleurs 0, 1,2, ..., (5) . Soit donc pour abréger 
i a 
[LA 


l'écriture y — E (2) »,il est clair qu'on aura 


f(æa) 


LE RTE rares Z(A5+Ai+...+A,)æx";. 





c’est la relation analytique que je vais employer, etje l’appliquerai 
I 
d’abord en supposant f(x) = ——: Nous obtenons dans ce cas 


la formule suivante : 


Fee Mt GI 


AE TS NE TOO 


152 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


Multiplions ensuite les deux membres par æ?, b désignant un 
entier positif, on en tre 


1 ANS _ — (a n+b 
es D |1+E =) |æ À 


* 


puis en changeant »r en nr — b, 


L | et” 
nm le | 


\ 





On voit que dans cette nouvelle relation il: ést nécessaire de 


prendre E Le … 





) — 0 lorsque nr — b est négatif ; nous ferons dé- 
(4, 


sormais cette convention, et en remarquant que 
1+E(x)=E(x+ or), 


nous écrirons plus simplement 


æb ) 
EE nr E TES Le LOCALE HA 
(1—æ)(1 = 44) à \ a 


Îl convient de Joindre à cette formule celle qui donne le déve- 
; | 
. TC 
loppement de la fraction re 
(i—æx)(1+ xt) 


tité 


) qu'on obtent par l’iden- 


av æb(i Mer 24) 
(1%) (1 +8 Tin G—zx)(G ae) 


Nous trouvons de cette manière 


æ ,{n+2a— 0b n + a — b° 
ee en LI 24 )—E( 24 }]æ", 


ce qui conduit à introduire une nouvelle fonction E, (x), définie 


par la condition 
ù 


E(a)=- E(e+ ) VEUx) 


On a ainsi sous une forme plus simple 


b 3 ee, 
x De (= LT char. 
a 


TR PATTES 


Je me bornerai à remarquer, à l'égard de la quantité E, (x), 
qu’elle est toujours égale à zéro lorsque la différence x —E (x) 


. J 3 s 171 , A: 
est moindre que -; et à l’unité si l’on suppose 3 — E(x)=-;, c’est 
2 ; 2 


pif Ca LEPT'A 1% =: 
; ( Ù 


LÀ À 
: 
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ce que montrent les relations 


E,(æ +1) = Ei(x), 
l 


E (a+ 12 En (2), 


E,(x) = E(or)— 2E(r). 
J'appliquerai encore la formule 


FAIR 


= (Ao+ A1+...+ Ay)æ" 


à un cas plus général en prenant FT) = où Æ est un 


Ï 
(rez) 


entier quelconque. Nous aurons alors 


Es NATURES 21/anR 


1.127 s 70 


et l’on sait d’ailleurs que la somme Aç+ A,+... + A, à pour 
valeur 


(k+i)(k+o)...(K +) der Es CHE TE): 
RASE PR To MONET 
11 suffit donc pour obtenir le développement cherché de remplacer » 


n 2 Aie 2 È ARE 
par E(=) dans cette expression. Mais soit afin d’abréger l'écriture 
\ 


E(æ)E(x +1)...E(x + k—1 
REA ( ) e = }. 


on aura ainsi, 


I VE (= Je 
D a ln on 


puis en raisonnant comme plus haut 


610 « Hd D" 
PE HE DRE ra eee LR 
(i—æ)(1— ma)# D u( a. }# 


Ce résultat établi, nous en ürons la formule relative à la fonc- 
—————, en la mettant sous la forme ———— : 
(i—æx)(i+ x )h (1—x)(1— 2? )" 


Soit par exemple # — 2, un calcul facile donne la relation 


ab neo di "p n--b 
(i—æx)(1+ x}? DE 24 }[—2r( 24 } Le 





tion 








154 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


mais on peut suivre une autre voie, el en posant 


[! 


A AN TEE SE SAS MS 
(1+ x) 0 1 n 1 


chercher la valeur de la somme A,+A,—+ ...+A) Jlsuffit : 

pour cela d’avoir le coefficient de x’ dans le développement de 
I 

en fractions simples qui permet d'écrire 


la fraction , et c’est ce que donne la décomposition 


24 I I 2 24#—1 


© 2 —— + © + + ——: 
(i—æx)(1+ x) 1— © 1+X  (1+æx)? (1+æ)# 





La quantité cherchée s'offre ainsi sous la forme 


fi (EAU 


(v+Hi)(v +2) re 
fo 


1+2(V+I) +9? 
+ A [ita6+r 


+ 2k-1 er | 


102 es CAEN) 


le coefficient de x”, dans le développement de CRT EP TT 


AD > LE: AN 
est donc obtenu explicitement au moyen de l'élément y — E(2) » 
% c ; à (1— œa )# À 
tandis qu'en partant de la fonction ————, ce même 

(I—æ)(1— æ'a)h 


coefficient s’exprimera d’une manière toute différente, au moyen 
n AP LS 1 ; ; ER 

de E(7) et E(2 + :) + Soit À —1, pour considérer le cas le 
24€ 24 2 - 


plus simple, nous aurons la relation 


(ee) ef) ile] 


24 





ou plutôt 





s À : A 
puis si l’on fait — = x 
24 
" 1 CA À 
E (2+ :) — E(x) — mA — (—1)É02)] = sin? 


ce qui se vérifie immédiatement. 
Je ne m’écarterai point de mon but en cherchant en ce moment 


: Te EC TT EVLM: AT, NU HP PU or LE 4 n:” 
* * « si CEA ? | : + * F ] ‘ 


CE re 





FORMULES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 155 


à approfondir les relations de cette nature, et je me bornerai à 
remarquer que de ces identités forts simples 


{ 


aa æa(i M ANRT Le DE SR ETES atr-1)a ) 
(1—æ)(1— x) (# (1—x)(1— xma) 4 

x ma(i+ rat gap, ,, + glm-tla)2 
(iv) at) (i— x) (1 — ma) ; 


on conclut les propriétés suivantes de E(zx) et E,(x): 


À I 2 Foi m — I 
E(æ)+E(o+E)+E(e+2)++ (x + —) = Etme), 
m m 


mn 








Eo (e+ =) +2 (a+ 2) ++ (m0 (e+ Gus 





m \ M 7 

I n M —1\ 

+E (at )+aB(e2)+e (m0 E(e- ) 
m m N m 


= E(mx)—mE(x). 
VI. 
J’appliquerai les résultats qui viennent d'être élablis en premrer 
lieu à la série d'Euler 


4 rl œu s 
RE —— HE © +... = Zp(n)ærr, 
Peu LE" T* 1 — xa 





où o(n) désigne le nombre des diviseurs de n». La relation 


oran 


donne alors, comme on voit, la proposition arithmétique bien 
connue 


e()+e(2)+...+e(n) =DE(À) CR Pb ES AO 
Et pareillement si l’on pose 


US HAE ne eo brin =D Fr) 


{— x 1— 2? 1— æ4 
à Ë 
de sorte qu'on ait 


F(n)=f()+f(d) +f(d)+...; 
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en désignant par d, d', ete. tous les diviseurs de n, nous obtenons 
LL) 5 ; 
ÉUY F2) Sen =Y ef) (à =1, 208000 
Supposons en particulier que f(n) soit un polynome quelconque 
de degré £, qu’on pourra écrire ainsi 


4 The Pre Lx CHR SSORAMERSENS 


fin)=A+Bn+C 1.2 se | PR 


Au moyen d’une transformation dont Jacob1 a donné des exem- 
ples dans les formules du paragraphe 40 des Fundamenta, nous 


aurons 


PAIE ON A, PIVRU EEE 


nee 1 — æ? sa [-- va | 
Less À æa Bzra K ra (a TE 
= 2e Gent io 


On en conclut l'égalité 


DE (£ .) fa) =AYE(E DE .)+ + KYEra(e), 
et par conséquent celles-ci 
NOR No tés 
du £ =) a > Es a 
V'e n cie CRE ). 
21 pere => (2) 
qui offrent autant de nouvelles propriétés de la fonction E(x). 


Remarquons encore, au sujet de la série d’Euler, qu'elle a été 
mise par Clausen sous la forme suivante : 


En nt À , [1 -æ2 +24 
Ve HN 0 ER BI 
Et à 4 Lot ‘ie SRE 


on a donc 


P(1) + p(2)+...+o(n) => |e Pare me 


et l’on voit que dans le second membre les valeurs de a ne doivent 





pas dépasser l’entier contenu dans nr, que je désignerai par », 


(1,1 8 
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pour abréger. Remarquons maintenant qu'on peut écrire 


.{(n+a—a* F 
E(E €) 2e 
[#4 


EN CAES EN D 
a 
V 


d'a — 1) = v?, 


1 


[es 
PET 
RIZ 
ne 
| 
& 


et qu'on a 


nous en conclurons la formule 
n \ x 
P(I)+o(2)+...+o(n) = 23 E pr — y? ÉCRERR ANE RE 
\ 


dont j'ai donné ailleurs une démonstration arithmétique (*). 
Après la fonction o(n) se présentent celles que M. Kronecker 
a considérées dans son célèbre travail, sur le nombre des classes 
de formes quadratiques de déterminant négauif (Journal de Bor- 
chardt, t. 57, p. 248), et qui se rapportent aux sommes des divi- 
seurs des nombres, Elles sont désignées et définies comme il suit : 


X(n) somme de tous les diviseurs impairs de n, 

P(n) somme de tous les diviseurs de n, 

W(n) excès de la somme des diviseurs de n, supérieurs à W/n, 
sur la somme des diviseurs moindres que Va, 

pr) excès de la somme des diviseurs de » de la forme 8kÆr, 
sur la somme des diviseurs de la forme 8 k Æ 3, 

W'(n) exeës de lasomme des diviseurs 84 +1, supérieurs à V/n, 
et des diviseurs 84 +3, moindres que nr, sur la 
somme des diviseurs 8k Æ1 moindres que Va et des 


diviseurs 8k 23 plus grands que Va: 





L'illustre géomètre donne ensuite les équations suivantes, où Je 
suppose pour plus de clarté : 


He n9,0) . 
LT ÿ: 
Di, 0e 
9 
C—= 1,2, 9, ; 





(!) Sur quelques points de la théorie des nombres : Extrait d’une lettre 
à M. Lipschitz (Acta mathematica, t. II, p. 299. — Œuvres, t. IV, p. 127). 


d C UN QUE rl LU A : ANT HAT. : PT RE: EC D 0 27 
* G pd A en BE A ARS MEN EN RS 
_ 1 Mc ! * 
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(ee) 


15 


à savoir : 


De+CoiroeMee El 
29 =D Dre 
D Es Enr 
DUO) EEE 


Da Ÿ' (pl E RSS 


1 — g?a 


Nous pouvons par conséquent exprimer, au moyen de la Fes 
ton E(x), les diverses sommes 
X(1)+X(3)+X(5) +..., 
X(2) + X(4) + X(6)+.:2) et! PI) LE(2) PO 


Mais parmi les résultats qu’on trouve ainsi, les plus simples et 


les plus élégants ont été obtenus pour la première fois par 


M. Lipschitz, à qui j'en dois la communication. En désignant par 
À, B, C des nombres entiers de même nature que &, b, c, l’émi- 
nent géomètre a établi, par une méthode purement arithmétique, 
les formules suivantes : 





K()+X()+.+X(A)= NE (Et), 


P(r) + P(2) +.. +#(Q=ÿE(); 
> 





(1) W(o)+.. +roseYÿE( 


Et sans nul doute des procédés semblables donneraient aussi les 
relations d’une forme moins simple : 


al à | ur B 
X(SY EX (4) PS X(B) =:>/ler(s)-en (se) 


: ù 

: -(a—1) À 
D'(1)+ P'(3)+...+ P'(A) — > (— 1} aE (° Te), 
d'(1)+W"(3)+...+ W'(A) 








VA L'E EN D 
ere ul 
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La dernière peut encore s’écrire : 


W'(1)+ (3) +...+ W’(A) 


See) [y 
— 20 CT 


et l’on devra prendre les deux dernières sommes, en s’arrêtant à 





la valeur de a qui est donnée par le plus grand nombre impair 
contenu dans VA. 


VIL. 


Une autre application, à laquelle je m'’arrêterai un moment, 
concerne la fonction qui représente le nombre des solutions de 
l'équation x? + y?= c. En la désignant par f(c), la théorie des 
fonctions elliptiques donne les relations 


a—1 


A TES a é (— 1) ? ga | 

Es =D Jio)ge=1+5 MAT ENS 
0 

kC+1 ee 


D Gene 2. RAD Le 
0 r 


T L:— g 


EX 





dont la première nous conduit immédiatement au théorème 


d'Eisenstein : 
se (es C\ 
fO)+f(2) +...+/f(C) = 4 > (— 1) * E(=). 


De la seconde nous tirons ensuite 


\ 


Tu 2 
f(2)+ fo) +...+f(80c +2) = DCE); 


\ 


mais ces formules ne sont pas les seules auxquelles mène la théorie 
des fonctions elliptiques. Jacob a obtenu en effet, dans le dernier 
paragraphe des lundamenta, ces développements d’une autre 


forme : 








Re 0e 
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et le premier devient, si l’on change g en — q: 





2K (— 1}: g2—c (— 1}° 2C2RC 
=1— {> ik 7 RUE RS Cure 
T e 1— g?c"1 de 1+g? 
1 1 
J'en ai déduitles formules suivantes, que je me borne à énoncer, 
me réservant d’y revenir dans une autre occasion : 


: 8C fers ; 
Soit nr — UE , et posons pour abréger 


‘4 


À 








MC SLA C +2 CM 
ê re 4 /t 


à 
JE 
HO SICIE EEE fs + Si—n sin? 2): 


on aura 


V4 


a. . . = | KG ETF 
Soit ensuite 7? — E ARE » nous obtenons 
4} 


f(2)+f(io)+...+f(8C+ 2) 


EP , f CG = _fCG— 2:3 
-e[e(S)-1 (CR) NES 


{C0— n?#2n CrnT 
— (— DE (EE | + 4 Sin? —. 
2, 


2 UT EERI 


£nfin on trouve dans le second volume des OEuvres de Gauss 
(De nexu inter multitudinem classium, etc., p. 259), la for- 
mule 


FO) +fO+ HO ETS) [e=o,1,2, .., E(/n)|, 


qui est d’une nature toute différente. La remarque suivante, que 
j'emploierai tout à l’heure pour un autre objet, en donne une 
démonstration facile. 


Soit (T)— A, + A, ZT LAS DIEU AP ANNEE : le coef- 
ficient d’un terme quelconque du développement Ft É fonc- 
tion LE se tire de l’égalité 





T ) RE UE, 
= =D Art (pres 01,0. 5 À OS 
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en posant la condition 
a ii = n. 

Nous avons ainsi les valeurs u—0, 1,2,..., E(Vn), et en 
faisant, pour abréger l'écriture, v=EÆE(yn), il est clair qu’on 
obtient 

T 
JR = Y (A+ Ai+...+A,)æn. 


ler fa 


On aurait d’une manière plus générale, si l’on désigne par € un 
; | + 
entier quelconque, et qu'on fasse alors y —E (4/2 ) : 

; C 
| ACT) 


ES 


= (A+ Aj+...+AÀ,)æ?. 


Soit encore 


TC) —= A; WT + A Va +. LE A» VECTETESS 


nous trouverons semblablement 


f(x) 


Ai € 


+ 
LS 


= (A+ A9+...+A,)x à 


HART 


» 





en prenant dans ce cas y — 
En particulier on remarquera les relations suivantes : 


oo 
C+At+ a +... =D E (Vn)zr, 


Lemat” 2 


Pb d : 


1 
ver) 25 ss EPST EI L 
Vr+ Vas + y +} LH... Ne ei 
ur À 53 
0 


puis, comme on le verra aisément, en désignant par # un entier 
quelconque : 


x+at+ 2+...)2" | 
LEE TRES =D E(/n— 4 n — Vr—k)æ" (n = k+1, k+02,k+3, ...), 





D un .)æh DETENTE n+= 


PE EDMEE 


(n=k,k+1,k +9, ...). 


De ces formules résultent les suivantes : 
Hi IV: IT 


: 
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Soit 


°: € 


Fix) = A0 ATH. AT RE 
nous aurons 


(a+ai+at...) F(r) LE) = d'A: E(/n —#)æ® 


LEnc 


9 


CNED AL AR DL, 2 RER EE 


et semblablement 


(ÿæ + Vas + Va5+...)F(x) VAE E(YR EME 
ET 


L 


(nr EE D) 19 2e ral AIO, US M PEES 
Supposons dans la premrère de ces deux relations 
Ex) =æ% Eat at Eee, 


elle donne immédiatement l'égalité 


(æ+at+ x +...) VE a )or 


RQ fo 
(nAEÆ1,92,3 AGEN E(y/n). 
On en conclut le développement de la quantité 
(1+<2r+oxt+i,..)? 


[— TL 
sous la forme suivante : 


D [+4 (Vn — &)|ær (n = 012 ;55 PARCS 


et par suite le théorème de Gauss : 
JA) HAE fe 4 S ET e). 
Prenons de même, dans la seconde formule, 


Vr+ÿai+ Vas +... 


Fire Ve , 


nous trouverons la relation 


ee Vas + Wars +...) =D CS 


(None sets à 2 


| n+2+I 
EE Et 


nee 


Eva), 


FE 
}= # 
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Le résultat suivant qui s’en tire : 


FO) JG) +... fr a)= (D (VE et), 


2, 


où la somme doit s'étendre dans le second membre aux valeurs 
&a—=1,3,9,... en S'arrétant à la racine du plus grand carré impair 
contenu dans 4n + 2, a été donné par Liouville, dans une courte 
Note qui porte pour titre Égalités entre des sommes qui dépen- 
dent de la fonction numérique E(x) (Journal de Mathémati- 
ques, 2° série, t. V, 1860). 


VILT. 


J'arrive maintenant au point que j'avais principalement en vue, 
en déduisant des beaux théorèmes de M. Kronecker démontrés 
au commencement de ces recherches, les expressions des trois 
sommes 

A=F(2)+F(6) +...+F(4n+o), 
A B=F(1)+F(5) +...+F({n +1), 
C=F(3)+F(r1) +... + F(8n +3). 


Voici, parmi plusieurs autres, deux formes sous lesquelles on peut 
les obtenir. | 
Considérons d’abord le premier théorème : 


1 
+ 


SEINE En — 2)q e 
0 


3 


œo9o © 


. . ol 
Je remarque, pour former le quotient RE 





; qu'on a 


+ 
CIE 


€ 
HE DAM TEE TMS 
0 


0 


im r29 + 2gt hs 


Nous avons ainsi une première partie, dont le développement 
suivant les puissances de 4 est donné immédiatement par la for- 


mule 


T2 n + 
Tasps > f(8c+2)q 


NI 





WP RER ENG ON 20 TU): 
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En appliquant ensuite l’égalité obtenue dans le paragraphe pré- 
cédent 


(GHP LR OPEIE Sa ETES 


LEEU 
on trouve 


(g+gi+g+...)22 l : D ee CE 
MENT ST 7e =Y f(8c+2)E(Vn 2c)q 


€ Jo 
| n = 0 LDLC ES 0 NES E( s )| 


\ 





e r+ 
La somme cherchée À, étant le coefficient de g 


9 
2 


, dans le déve- 


2 
F x mn 
loppement que nous venons de former de == 





» nous sommes 


amenés à la formule 
4 A Xe + 2) + DNICE + 2) E(yn — >c), 
où il faut prendre dans le premier terme c— 0; 1/2" rer 


sn —1) 
dans le second e=0, 1, 2, .., E( : 4 





D'une manière toute semblable, nous parvenons aux développe- 
ments qui suivent : 


——— 1 
De # Van +i {CHI are 
re, =23 f(c)E (HAE EE }9 


(RE 0 LS 2 PIC A A TES 


de ONE 
75 PDC PNA EEMEECe me 


2 


0 1) 
JL OL LS ARE RE 0 EsO T0 TE pet NI 


1 
L : Late n+- : SPEtE 
Cela étant, le coefficient de 49 ‘ dans le premier et le coeffi- 


œ 








#1 
x 2n + — ; 
cient de g * dans le second donnent les expressions des 


sommes B et C; on trouve ainsi 


ke - rare 
BED) 0) PSE EERS 
RDC EME: 


2 y 


en prenant C—0,1,2,..,, n. 
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Nous obtiendrons les mêmes quantités sous une autre forme, 
dans laquelle figure uniquement la fonction E(x), au moyen de la 
série de Jacobi dont nous avons déjà parlé : 


spires 2 Tee 6 _ 
Va = ee NE Era er LE 4 Qi, 


Lee g10 





et de celle qu’on en tire en changeant q en Wg: 





3 5 
LCR PRE Re FT F97 LT) ua Res 
Free rer 


Multiplions à cet effet, membre à membre, les deux égalités 


“ 





I (ee 
1 —= 
To — 2D V es 
il vient ainsi 
a—1 54 * 
Mo ol ù À NE 
Dao Den EU UNE Ras TE ORNE 7 CEE ARE te ARR E 
A RES à 
et en remarquant que et D sont des entiers : 


a—1 a?+a?—2 


1 
BS= 49 Ÿ (—i) AT LR per 





t— qg4 
Nous avons donc 
52% L FR PE bus. 1 ga 
RS Re. —.4 2 TT 2 4 12 Ds AN EST 
I—q LR AE RE CRE 70) 


de sorte que les formules de développement précédemment 
employées nous donnent : 


a—1 


de A Ut A it 
a De de LE ( a j 


An+o—a— a? 
Sy ER Ent nee JÉ }| a". 


\ 4 


Or le coefficient de 9” se réduit à l'expression la plus simple: 
q P P P 


(+2E( 


der, 
The Ai xd De 0 POIT e UE ? 
4 a 


et comme le premier des deux signes E se rapporte à tous les 
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systèmes de valeurs des HétAbrdEt HS et positifs, «a et a!, qui 
satisfont à la condition 


En+2+aa— a— a"? 
4a 


[IV 


I, 
c’est-à-dire 


in+2—a—a?2o, 


on voit qu'en posant sous cette condition 


S = — DR 
puis semblablement 


a—1 
cé ‘ RE 4n+2— a— a?) 
Si — S 1) EI )° 


on obtient ia quantité cherchée sous cette nouvelle forme 
A = S + 294. 


Eu second lieu, multuplhions par 


S NT 


en supposant 


la même égalité 


œ © 4 = I — q"® 
DT  Ÿ nt d° 
2 93 (ro Vgq 1 ga 
On trouvera de cette manière 
1 a—1 da+kc—1 a 
2 4 1 TT LEE 
pes PV FD — 1: —— ) 
j — 29 XX DE NE ur 


et si l’on désigne par à le nombre pair 2c, nous aurons 
1 a—1 a+b?—1 


2203 0e NS RTE 
PE 


Ar Le AN LIEA = at Di 
M me 


7 Re JS 
| +E (te | =) gr. 


Posons donc la condition 





4an+i— a— b220, 
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en supposant que & soit impair et positif, b ayant des valeurs paires 
positives, nulles ou négatives, et soit alors 


a —1 
een e an +1— a?— b? 
S=Ù (—1) : E( ) 


la quantité B sera exprimée par la formule 
2B =S +284. 


En dernier lieu, nous trouverons par des considérations toutes 


semblables 
C — S —+ 291, 


en posant 





8 «a 
les deux sommes se rapportant à tous les systèmes de nombres. 
impairs et positifs & et a’, satisfaisant à la condition 
Sn + 3-2 3072 a'?20, 
Je ferai une application de la première des formules obtenues, 


qui servira en même temps de vérification, en supposant nr — 6. 
On trouve que la condition posée, à savoir 


26—a?— a?2o, 


est remplie pour les valeurs 


(CAE FRE SE FRE 
LS AR EE D 
AA CES { 


Le nombre & étant trois fois égal à 1, deux fois égal à 3 et une 


fois égal à 5, nous avons 


On obtient ensuite 


24 16 Feu 
mie) te) re 


pe 
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La somme A des nombres de classes de déterminants D —— 2, 
— 6, -— 10, — 14, — 18, —22, — 26 est donc égale à 20; c’est 


en effet ce que donne la Table suivante des réduites : 


D=— 2 (1,0,2), 
= — 6 (1, .0,6)12, 0,37, L 
M (0 (SO, to A0, 


= — 14 (1,0, 14) (250,79 (821,07, 


= 18 (r0%18) (970010270807 


320 (10 2) DIN 
= — 96 (150,26) (2, 0,13) (3. CET ONE ER 


J'indiquerai encore en terminant la formule É 
> n T2 02-000 
F2) CF (7) LD FER EES =D E AE EP TT il 
j ( ) C7) (4 ) 5C EC EI 5 


la somme du second membre s'étend à tous les entiers positifs C 
et c! satisfaisant à la condition 


(c+i)(2c+92c'+1)Zzn +1, 


en convenant de réduire à moitié les termes qui sont donnés quand 
on suppose c'— 0. La démonstration de ce résultat sera l’objet 
d’un travail qui paraîtra prochainement. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE À F. GOMES TEIXEIRA. 


SUR LES 


POLYNOMES DE LEGENDRE. 


f 


Journal de Ciencias mathématicas e astronomicas,t. VI, 1885, p. 81-84. 


... Vous connaissez cette belle proposition de M. Tchebichew 
que le polynome X, de Legendre est le dénominateur de la réduite 


d'ordre »n du développement en fraction continue de la quantité 


I I T 
nee re De tn = npee en OU CE 
æ 5 Ne #0 5 xÿ 





On peut y parvenir, comme vous allez le voir, au moyen du dé- 


veloppement en série, qui a été Le point de départ de Legendre et a 
donné la première définition de polynomes X,, à savoir 
“= X)+X,3+...+X,317+.... 
Vi 2237 + 3? 
Soit pour abréger 
R(3z)=1—2237T + 3; 


. I 
je remarque d’abord qu’en changeant z en =, on aura 
LS 








Il en résulte, comme je l’ai établi page 299 de mon Cours d’Ana- 
nr. z"dz  , | AE 
lyse, que l'intégrale re s'exprime a1n$1 : 
z dz 


= F(z) VR(z) + Xn 
VR(z) 





de 
VR(z) 


LÀ 


en désignant par F (3) un polynome en z du degré n — 1. 
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Et il est facile de voir que ce polynome est donné par le déve- 
loppement en série suivant les puissances descendantes de z de 


l’ expression 
A2 7) dz 


TE F0 Fo 





en n’en prenant que la partie entière. Cette partie entière s’obtient 


au moyen de la relation 


en 


TE Xomi + Kim. XI ES 


VR(z) 
d’où l’on tre, en intégrant, 
* zh dz _ X6z zn X:3 zn—1 X,;zn-i 
+ ——— | | 


Eee So ele 


VRC) n Neil : ne! 








VRG) 2 


et l’on trouve immédiatement ainsi 


Xe 71 on —1)X0 X1 2322 
F(3}= SUPER 
n n(n—:) 


Je remarquerai seulement le dernier terme, le terme indépen- 


dant de 3, ou bien F(o), qui a pour expression 


D GR, QUE 
F(o)= D = (42 0; 1,07 RME 


Ce résultat donne en effet la valeur de l'intégrale définie 


f z" dz 
J VR(3) 


où € désigne la plus petite racine de R (z)— 0, c’est-à-dire 





APR NU RE À 
Si l’on emploie la formule générale 


É log z RC ou mi R(z)|, 


dz 


VR(z) 





SUR LES POLYNOMES DE LEGENDRE. II 
on a facilement 
É dz | Væ?— 1 a 
ES) ee 0S 
ù VR(z) Pre 2 Piel 








et cette expression de l'intégrale définie contient la belle proposi- 


uon de M. Tchebichew. 


Faites, pour le voir, la substitution z — CË, l'intégrale devient 


1 (re dt 


En+1 _—— y 
, Virus ve 





ou bien 


+1 
en posant 
L (n dt : 


VEUT Eyr+1 RE RE PNR Er 
É HAVE AE CRÈTE 


quantité finie pour infiniment grand. Effectivement 








Remarq uez encore que 


F(o) =») X;Xn::-1 


t+i 

: , F(o) 

est un polynome entier en x du degré r — 1 ; Rp 
bar {| 

HET 


# 4 Lu 14 I 
conséquent la réduite d'ordre n du développement de £ log = 


est bien par 





en fraction continue. | 
Paris, 31 mai 1885. 


RENE Ce IP RE 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE À M. HERMITE 
PAR M. FUCHS. 


SUR UN 


DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE. 


Acta mathematica, t. IV, 1884, p. 89-92. 


Peut-être vous intéressera-t-1l de voir la manière dont je me 
suis démontré votre théorème ainsi énoncé : ; 
« Soient aetf deux ae dont la somme à + de — k, Kétant 


entier et positif, et — 2 la réduite d'ordre » du développement en 


fraction continue it se (x — b)$, Les polynomes À et B, 
des degrés n et n + k, se déterminent, sauf un facteur constant, en 
posant : 


(1) Déf(x —a)t+a(x — b)'H8T = (x — a)(x— 6)PA;, 
() Dé (æ— a)etha (ap — bjn+k-B] = (x — a)-4 (x — b)-BB. » 


D'abord, comme on peut changer l’expression (æ3— a)*(æ —b)}f 
au moyen d’une substitution linéaire et entière en 4 (1 — #)$, je 
considère immédiatementune telle CAPE ou plutôt æÀ(1- — 2)". 
en mettant À et w au lieu de « et £. 

Je me RÉSTe  De à la démonstration de la formule (1), parce 
qu’on peut procéder de la même manière pour prouver la seconde. 

Il suit d’une formule donnée par Jacobi, dans un Mémoire pos- 
thume (Journal de Borchardt, t. 36, p. 149, $ 3) qu’on a l’équa- 
huon 
(a) Défært\(i— mr+y] . 

= (1+À)(2+2X)..(n +) —-m M EF(— on, k+n+1,14),2). 
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Or on peut poser 


SA ÉER u(m—1)...(m—k£+r),, 4) à 
(2) æœ\(i— x) Sie man MEN FAR US ; 


Gx (Z) étant un polynome entier du degré Æ. En développant 


F(a, Rs ee) 
# 


en fraction continue, on voit que le dénominateur de la réduite 
d'ordre » est identique à la quantité À (sauf un facteur constant), 
et l’on déduit des formules de Heine (Journal de Borchardt, t.57, 
p. 291, et aussi Handbuch der Kugelfunctionen, t. 1, Chap. V), 
sauf un facteur constant, 


(75 A=F(—n,k+n+1,1+X2, x). 
On peut donc substituer dans l’équation (1) à la fonction 


F(—n,k+n+1,1+7ù, x), 


la quantité À, ce qui démontre la première de vos deux formules. 


Heidelberg, 17 octobre 1883. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. FUCHS PAR M. HERMITE. 


... Je me permets maintenant de vous communiquer une autre 
manière de parvenir au résultat que vous avez établi. Sous ce nou- 
veau point de vue, je puis supposer Æ indifféremment positif ou 
négatif, j'admettrai seulement, lorsque le second cas se présente, 
que à + k soit positif. Cela. étant, je pose, en développant suivant 
les puissances descendantes de la variable 


F: LA 
© 


€ 
(æ— a)"ta(x — b}rr$ = P + Pet PR NOTE 


9 


T° 


P désignant la partie entière, et je prends les dérivées d'ordre nr 
des deux membres de cette égalité. 
J’obtiens ainsi 


Da[(æ— a)tta(x — bjit8] = (x — a)t( x — b)PA 


! 

n ñ 

= DEP + —— + 
æ'iri æ'+2 
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: 8 PA Fig D2P 
et cette relation met immédiatement en évidence que Me VE est la 


réduite d'ordre nr du développement en fraction continue de la 


quantité 
(æ nes a )°: (æ LEA b}6, 


le numérateur étant du degré nr + ket le dénominateur du degré n. 
On parvient à la même réduite si l’on part de l'égalité suivante : 
4 4 


> TOR ER 


(x ne. a)r+k-a (x La bjr+k-$ — Q Pas é 


où la partie entière Q est du degré 2n +. 

£n prenant en effet la dérivée d’ordre n + k des deux membres, 
nous trouvons 

+ 2j 


ft — ay2(x —Db)8B=DI FO 


Dyt#Q 


E est une réduite 


el comme tout à l'heure on en conclut que 
du développement de (x — a) =%(x— b)"8. 


La fraction inverse est par conséquent, d’après le degré 


B 
DET#Q 
de son dénominateur, la réduite d'ordre x de la quantité 


(æ —a)t(æ—b}}, 


et vous voyez que vous pouvezécrire, sauf un facteur constant, 
B = DP, Di+6Q = À, 


Ces relations mettent en évidence une liaison bien singulière et 
que jusqu'ici je n'ai point cherché à approfondir entre P, Q, A 
et B; je me contenterai d’avoir établi par la première le résultat 
que j'avais en vue. | 
Paris, 1°" février 1884. 


D M PA a tes à. 
Mr PART ENS PISE D 

c AUTRE Vas 

nt 
| : | 


h 4 
EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE A M. LIPSCHITZ. 


SUR 


L'USAGE DES PRODUITS INFINIS 


DANS LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Acta mathematica, t. IV, 1884, p. 193. 


... Une remarque à cette occasion sur les formules (7), (8), (9), 
(10), (11) de la page 89 des Fundamenta; 11 me parait convenable 
d'introduire ces quatre produits infinis 


Mit g2)(1 Hgt)(r+ 96)... 
Big )(1—g5) (1— qg$)... 
GNT) (Lertgé) C1 + 965)... 
Dm) g')(T= g$):, 


(ABC = 1), 


on a alors 
VA = V2 ŸqA2B, VA = BA, 


= an QE = Ben, (/25 = a 


En évitant les dénominateurs j'obtiens, comme vous voyez, plus de 








symétrie. 





DISCOURS 


PRONONCÉ AUX OBSÈQUES DE M. BOUQUET, 


AU NOM DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 


le 11 septembre 1885. 


€ MEssteurs, 


» Je viens adresser, au nom de la Faculté des Sciences, un der- 
mer adieu à l’un de nos collègues les plus respectés et les plus 
aimés, dont les travaux mathématiques ont honoré la Science fran- 
çaise, et qui s’est consacré avec dévouement jusque dans ces der- 
niers mois, jusqu à Ce que la maladie eût triomphé de son zèle, à 
ses devoirs d'enseignement. D 

» En sortant de l’École Normale, M. Bouquet a été d’abord pro- 
fesseur au lycée de Marseille, puis à la Faculté des Sciences de 
Lyon, pour occuper ensuite, pendant près de vingt ans, la chaire 
de Mathématiques spéciales du lycée Condorcet et du lycée Eouis- 
le-Grand. Ces deux établissements garderont toujours le souvenir 
des brillants succès dans les examens d'admission à l’École Poly- 
technique, dus autant à l’homme de cœur, qui portait à tous ses 
élèves intérêt et affection, qu’à l'éminent géomètre qui mettait un 
talent supérieur à enseigner les éléments de la Science dont ses 
travaux reculaient les bornes. C’est en collaboration avec Briot que 
M. Bouquet a donné de beaux et importants Mémoires, parmi les- 
quels je dois surtout mentionner celui qui concerne les équations 
différentielles du premier ordre, puis sur là théorie des fonctions 
elliptiques un Ouvrage qui compte parmi les plus importantes pu- 
blications analytiques de notre époque. D’autres recherches de 
notre savant collègue ont pour objet la variation des intégrales 
doubles, les tangentes aux courbes gauches, les surfaces orthogo- 
nales, les équationsaux différentielles totales, des questions difficiles 
et d’un haut intérêt dans la théorie des intégrales hyperellip- 
tiques et leurs fonctions inverses. Le mérite de ces travaux, uni- 
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versellement reconnu, a recu la plus haute des consécrations : 
l’Académie des Sciences, en 1835, a appelé M. Bouquet à occuper, 
dans la Section de Géométrie, la place de M. Bertrand devenu 
Secrétaire perpétuel. 

» En ce moment, je ne dois pas entreprendre d'apprécier les 
recherches d'Analyse qui ont été l’œuvre principale de notre col- 
lègue, mais je ne puis omettre de rappeler qu’elles ont été inspi- 
rées par les découvertes de Cauchy. Au terme de sa glorieuse car- 
rière, Cauchy a eu le bonheur d’avoir dans nos collègues Puiseux, 
Briot et Bouquet, des disciples dignes de lui, qui ont, en des points 
essentiels, complété ses travaux et mis dans une plus vive lumière 
la puissance et la fécondité de ses principes. Ces disciples ont été 
des amis dévoués à sa mémoire, au culte de son génie; M. Bou- 
quet, pendant les treize années qu'il a occupé la chaire d'Analyse 
de la Faculté, s’est fait l’instituteur des doctrines du maître im- 
mortel, et ce n’est pas le moindre honneur de sa carrière d’avoir 
élevé ses leçons au niveau de la Science de notre temps et aplami, 
pour les élèves, le chemin qui mène à ses plus hautes régions. 

» Au nom de la Faculté des Sciences, au nom de l'amitié qui 
nous unissait, jadresse un suprême adieu à l’homme excellent, 
au collègue regretté de Lous, au géomètre éminent que nous avons 
perdu. » | 





SUR 


LA THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 


Bulletin des Sciences mathématiques, t. IX, 1885, p. 11. 


La démonstration du théorème de Lagrange, sur le dévéloppe- 
ment en fraction continue de la racine d’une équation du second 
degré à coefficients entiers, me semble pouvoir être présentée en 
suivant l’analyse du grand géomètre, sous une forme assez simple, 
pour être donnée dans l’enseignement. 

Soit l'équation proposée 


Ax?+92Bzx+C—=o, 
désignons par & et b ses racines, et en supposant que la prenuère 
qu’on développe en fraction continue soit positive, représentons 
par 5° deux réduites consécutives de rang quelconque. Soit 


encore À le quotient complet correspondant à la dernière réduite, 


la relation 
HPINÈER 
ses OX 0 
donne l’équation du second degré 
A(P'À + P}+ aB(P'X + P)(Q'X + Q)+ C(Q'X+QY=0 


ou bien 
Gras » H À — K —= 0, 


les coefficients G, H, K étant aussi des nombres entiers, assujettis, 
à la condition 


H?_— GK —(B2— AC)(PQ'— QP')}?= B?-— AC. 


Désignons pour un instant par 1 la seconde racine de cette 


SUR LA THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES 1*9 
équation qui se re de la relation 


P'u + P 


GRO? 
elle a pour'expression 


P—Q6 
7 Qo— Ch pi 


et voici la remarque essentielle à laquelle elle donne lieu : 


On a d’abord 


© 


: PQ'— QE 
1 par Y'(O1b — P') 


CD 


ou plutôt £ 
se Res te 
Q' Q(Q = ES 


Cela étant, j’emploie la condition suivante, où e est une quantité 
inférieure à l’unité en valeur absolue : 





P' ë 
ge Oo’ — Q2? 
on en tre 
Poe: 
) 
et par suile 
Es Q as 
FT © QUb—a)+e 


Cette expression montre que, pour des valeurs croissantes de (}’, 
pu. € est représenté avec une approximation de plus en plus grande 


Q° 


par la fraction — 0° La série des équations du second degré 


en À, qui loutes ne une racine e positive, supérieure à l unité, pré- 
sentent dônc cette circonstance qu'à partir d’une certaine réduite 
el pour Loules celles qui suivront, leur seconde racine sera négative 
ét moindre JE l'unité en valeur absolue, attendu que Q est infé- 
rieur à Q'; c’est dire que les coefficients G et K seront alors et 
indéfiniment de signés contraires, le cvefficient moyen H étant 
de même signe que K.. 
La condition 
H?2 — GK = B2— AC 


permet ainsi de conclure immédiatement qu'ils sont limités et ne 


peuvent offrir qu'un nombre fini de combinaisons. L'une des 
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équations du second degré en À se reproduira donc nécessaire- 
ment, ce qui établit la périodicité. 

Dans le Tome XIX des Annales de Gergonne, p. 294, Galois 
a donné un théorème d’un grand intérêt, dont la démonstration 
peut encore être abrégée en la présentant comme il suit : 


LL . . . , . r L . P | d 
Soient z une fonction continue immédiatement périodique, à la 


L LL * . , . ?’ ’ . P 
‘fraction ordinaire irréductible représentant la période, el à, Ja 
0 


te ui précède ÊE on aura l’é allé 
RU O0? 8 
Px En Po 
Mme pee |) 
Qzx + Qo 
d’où 
O1 (Qu P)r Pi 0: 
, . . I r 

Cela étant, j'observe qu’en faisant x = — ;? la transformée obte- 


Poë2+ (Qo— P)E—Q = 0, 


peut être regardée comme provenant de l'équation 


Or, on tire facilement de la loi élémentaire de formation des 


’ » , P . . 
réduites, que le développement de p- © fracuon continue offre, 
0 


dans un ordre inverse, les mêmes quotients incomplets que la 
D 


. l , = = ’ 1 P ? 
fraction — , et que ie est la réduite qui précède = + Par conséquent 


Q Qo Po 


la quantité £, ou bien l’unité divisée par la seconde racine de 
l'équation en x et changée de signe, donne lieu à une fraction 
continue immédiatement périodique, dont la période est celle de 
la première racine écrite dans un ordre inverse. C’est le théorème 
de Galois ; l’article de lillustre géomètre sur les fractions conu- 
nues a été reproduit dans le Journal de Liouville, t. XI, p. 385. 


RÉPONSE A UNE LETTRE ADRESSÉE A M. HERMITE; 
PAR M. OBRASTZOFF DE SAINT-PÉTERSBOURG. 


NOTE DE M. HERMITE. 


Bulletin des Sciences mathématiques, t. IX, 1885, p. 135. 


0 


. Dans le Tome 76 du Journal de Borchardt (p. 303) (!), j'a 


remarqué que les expressions 


Pcosr—Qsinx et Psinx +Qsinx 


sont les solutions de l'équation de Bessel 


C’est ce qui m'a conduit aux résultats dont M. Obrastzoff a 
donné une démonstration élémentaire qui annonce un beau talent 
d’analyste dans son jeune auteur. Qu’on fasse en effet 


on aura, comme on sait, la nouvelle relauon 


._d3 és RUE 


dx? x? 
à laquelle saLisfait par conséquent la fonction 3 — o(æ). Posant donc 
u—o{ax), == p(b%), 


ces expressions vérifieront les expressions suivantes : 


TUE EE — a se | 





dx? x? 
dv n(n—i1) 3 
da — ES me je. 





(!) Voir aussi Œuvres, te ILE, p. 135, 
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Or on en tire 
d?v d'u 
De or dr ee a ro MP 


da? dx 


el, par conséquent, 


dv du al ; | 
D RAR ES = (a?—b ) [ue ar, 


ce qui donne sous forme explicite la valeur de l'intégrale 
fetar) o(bx) dx. 


Supposons ensuite 4 = b—1; nous devrons prendre, pour 
et #, les deux solutions de la même équation, c’est-à-diré 


P cosæ — Osinx "# 
= ——©—— , 
x! 


P sinx + Q cosx. 


, 


d!t 
alors de la relation 
dv du L 
Ur pis 0 
dx dx 


on conclut immédiatement 
c dx fe 8 
À Ua 


Erfe dr _Psinæ+Qcosx 


J'ct(æ) :P cosx — Q'sinx ÉRE 


ou bien 


Il ne nous reste donc qu'à déterminer la constante C, dans 
l'équation | 
» :  dz -d31 


_ 


dx dx : 





et à prouver qu'elle a pour valeur l'unité. Je remarque, dans ce 
but, que les expressions 


donnent d’abord 


{3 f FA: 
ER SPRL PR RON OR 2 É t CE re), 


S1 —— & eZ 
dr dx a? 
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et ensuite qu'on a (Journal de Borchardt, t. T6, p. 304) 


y = Pcosæ —Q sinx = ax?+ti+ y'yints +... 
Y1= P sinæ +Q cosx = 8 + Br +... 
rs , AT. dy .dÿyi 
De ces développements résulte que, dans la quantité y, re RES 
, Le 4 4 . , d 
le terme du degré le moins élevé, qui provient de NT est 


(2n + 1)a$x?*; nous avons donc C—(27n +1)28. J'ai obtenu 
d’ailleurs, dans l’article cité, 


I 


CS opens 7 mer QU 
5 2 og EAN À 1 en 0 


quant au coefficient 8, c’est précisément le terme constant dans le 
polygone Q, qui est égal à 3.5.5... 27 — 1, ainsi qu'on le voit 
aisément; on à donc bien C — 1, comme nous nous élions proposé 
de l’établir. 





NOTE 


AU SUJET DE LA COMMUNICATION DE M. STIELTIES. 


SUR UNE FONCTION UNIFORME. 


Comptes rendus, t. 101, 1885, p. 112. 


La proposition de Riemann se tire facilement de la formule em- 
ployée par le grand géomètre 


i ATSAMER 
AE: den 1 De 


en décomposant l’intégrale définie en deux parties et écrivant 





. Ù ® æs-1 dx \° 1 de 
= mat + ES): 
(s) ; ef — 1 D CEE 


où w désigne une constante positive arbitraire. On met ainsi en 
évidence deux fonctions. 


o 
æs—1 dx 
F(s)= f FRE 
0 
Cri 
/w 


qui, l'une et l’autre, seront uniformes si l’on convient d'employer, 


el 


dans les intégrales, la valeur principale de x. C’est dire que, en 
posant æ — et, ce qui donne pour { une seule et unique détermina- 
uon réelle, on prendra æ* = e‘t, Cela étant, il est clair que G(s)est 
une quantité finie pour toute valeur réelle ou imaginaire de 5, 
puisque la limite inférieure de l'intégrale est différente de zéro et 
représente une fonction holomorphe. 
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Je remarque encore que, en écrivant 


2h ” 
æs-1 dx e° — — 
[= ee fe _ e 2 rs—1 dx, 
w NET el 


varie dans le même sens en décroissant entre les 





ee 


le facteur 





limites de l'intégrale ; on a donc, si l’on désigne par X une quan- 
uté comprise entre ces limites et par À le facteur de M. Darboux 
dont le module ne peut dépasser l'unité, 








1 l 
co 2 LERL : REX 
e° dx 2 ä S=1 A D LT Or 
G(s)= À —— € X° =) log ( — ) e Nr 
+. CRE A (Es | 


Supposons, de plus, que s soit réel, le maximum du facteur 
17 


e ? XS-! correspondant à la valeur X — 2(s — 1), on en conclut 
que G(s) a pour maximum l'expression 


(= el" 
log es a 
Pepe e 

Ceci posé, c’est l'intégrale 


V æs-1 dx 
ADS 
0 


dont il s’agit d'obtenir l'extension analytique. Nous supposerons, 
dans ce but, que w soit moindre que 27, ce qui permet d'employer 
le développement connu 


[ 


] 
CRT T 








; 


B,zx B2 +3 I se a?n—1 
ent y ie 


[ 
2 1.2 F-23054 ‘in 


d’où l’on déduit immédiatement 


as-1 dx e FA u) « (—1)2B,yuw?r 
———— — — — — =" ——— |. 
et — 1 S—1 25 DES RTE 


Or l'expression à laquelle on est ainsi amené 


œ) 





i tu) (—1):B, w?2 


| 25 1.2...2N(2NnHS—1) 





186 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


est une fonction analylique de $; car, ayant 


Ï 
I .…. 
B, 2 ere 


HS, 000077  n 





nl 


le terme général prend cette forme 


2H 


Er 
era 
ar JPA vise da É ? 


DIET S EE 


ui met la convergence de la série en évidence pour toute valeur 
q 8 
de s, puisqu'on a 


La fonction de Riemann se trouve ainsi étendue à tout le plan 
par la formule 


où l’on a 





Mais, celte fonction holomorphe s’évanouissant pour s=6,, —1; 
— 2,...,0n voit que le seul pôle s — 1 subsiste dans le produit 


1 [ < . 2 _ 
de FE) par la fonction 


A 


Us J w —1)}2B,0?27. ‘3j 
Ps} TE | PET à + — . : 


S —1I 25: dd l.2:5:2 (28m 


Il suffit ensuite d’observer que, dans ce produit, la fraction 





[RCE ws—1 3 < ER] ER à 
est muluipliée par =—;, ce qui se réduit à l’unité en supposant s — 1, 
r(s) 


pour obtenir l'expression donnée par Riemann 





(Sie + P(s), 


où (s) est une fonction holomorphe. Enfin, je remarque que les 
pôles de F(s) étant les nombres 0, "1, —-3,; 00 la for- 
mule 


l e 
NT SES n 
SANTE CG) 
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montre que Ë(s) s’évanouit en faisant s— — 2, — 4, —6,.... En 


même temps on obtient ce résultat 


(— (S Lau, pe 
HOUR). 


E(—on+i)= 


où À est la valeur de 
(2n+s—1:1)T(s), 


4 = Ù 
quand on suppose s——2n<+1, c'est-à-dire — Ton Tome 
il vient donc 
à 2n 


Mais M. Sueltjes était déjà parvenu à ces deux conséquences 
dont 1l m'a dûnné communication, et j'ai seulement voulu montrer 
comment on y est conduit sous le point de vue auquel je me suis 
placé. | 





SUR LES 


FONCTIONS HOLOMORPHES. 


Journal de Mathématiques, 4° série, t. [, 1885, p 9. 


MM. Briot et Bouquet ont établi, d’une manière élégante, dans 
leur Ouvrage Sur la théorie des fonctions elliptiques (p. 203), 
cette proposition si importante, qu'une fonction holomorphe dont 
le module est fini pour toute valeur de la variable est une cons- 
tante. Je me propose de démontrer le théorème plus général que 


fa) 


toute fonction holomorphe f (:), telle que le rapport Se soil 


fini pour 3 infiniment grand, est un polynome du degré n en 5. À 
cet effet, je partirai de la formule de Maclaurin : 


f(œ) = fo) + LF(o) ++ I — fr(o) +, 


\ 


où l’on a 





LA I [Es 


aim.) 3T1(3— x) 


l'intégrale étant prise le long d’une circonférence de rayon r ayant 
son centre à l'origine, et qui contient à son intérieur le point dont 
l’affixe est la variable x. 

J'emploierai ensuite cette expression qu’on obtient facilement 
de toute intégrale f F (z) dz, effectuée le long d’une courbe de 
longueur oç, à savoir | 


fred: — }o F(C), 
où Ÿ désigne l’affixe d’un point de la courbe, et À le facteur de 


M. Darboux, dont le module a l'unité pour limite supérieure. 
Nous pouvons ainsi écrire, en représentant par 6 = re‘ l’affixe 





au) 
TEE) 


Mettons maintenant Ce au heu de 7, et il viendra 
9 


2 æn+1 f( t) 


a SEE et 
EE) 


Cela étant, j'observe que, la fonction f(x) étant holomorphe, 
on peut faire croître au delà de toute limite la circonférence qui 
sert de contour pour l’intégralion. Par là nous voyons qu'en suppo- 


: (3 ME : 
sant, comme nous l’avons admis, que aa reste une quantité finie, 


lorsque le module de 3 augmente indéfiniment, on trouve J— 0; la 
fonction considérée est donc bien un polynome de degré n. 





SUR UNE APPLICATION 
DE LA 


THÉORIE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 


DE SECONDE ESPÈCE. 


Annales de l'École Normale, 3° série, t. I, 1885, p. 303. 


On doit à Jacobi les développements en série de sinus et de 
cosinus des expressions suivantes : 


O(x+a) H(x+a) 6i(x+a) Hi(x+a) 
REY EU (x) O(x) i 8{æz) 


qui se sont offertes dans ses recherches mémorables sur le mouve- 
ment de rotation autour d'un point fixe d’un corps qui n’est solli- 
cité par aucune force accélératrice. Ces résultats découverts par le 
orand géomètre m'ont paru devoir être complétés en considérant 
le système complet des seize quotients qui ont pour numérateurs 


Q(x+a), H(r+a), 8,(x+a), H;i(x+a) 
el pour dénominateurs 


6(æ+), LH (09,528: (71 Here) 


Les quantités qu’on obtient ainsi appartiennent à la catégorie 
des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, ayant un 
seul pôle dans le rectangle des périodes 2 K, 2 7 K’, et elles offrent 
ce caractère particulier que l’un des multiplicateurs, celui qui 
correspond à la période 2 K, est égal à Æ 1. 

C’est au point de vue de la théorie des fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce que Je me placerai dans ce qui va 
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suivre, en me proposant de faire voir comment elle permet de 
démontrer facilement les formules de Jacobi et celles que J y ai 
ajoutées. 
[. 
in 1 , 
Considérons en premier la série 
ni «a 
\ e K 
SR a PRE RTL 


sit 














où le nombre entier n prend toutes les valeurs de — æ à + 
a élant une constante qui sera représentée par 4 +to; je dis 
qu’elle est convergente, quel que soit x, pourvu due 4 soilen 
valeur absolue inférieur à K’. 

En effet, le terme général étant mis sous la forme 





niTa 
Dre 
iT IT hs À 
— (+2 ri K)) — — (x + 2 ni KW) 
e°\ da >K 


on pourra, au dénominateur, négliger la première exponentielle 
ou la seconde, suivant que » croît positivement ou négativement, 
ce qui donne les quantités 

niT : Er à niT iT à 


(2a+21iK')+ - (24+2iK')— - 
) . .) 9 
—9ie” 2K Jin D Ter 2k 











Ecrivons — n au lieu de x dans la seconde et prenons la limite 
pour » infiniment grand de la racine n“"° des modules, on aura 
pour résultat, si l on rem place a HE g. + ca’, 


(= K') 


Fa 


Lu 
Ke + K') 
e te 


Ces deux limites seront donc inférieures à lunité en posant 
«+K'> 0, x'— K'<o, 


et la série sera convergente, comme nous l'avons dit, quand la 
valeur absolue de #! sera moindre que K’. 
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Soit maintenant 
niTra 
K 
> € 
in (x + 2niK) 
SI = K 


nt 


j'observe que, l'indice n variant de — & à + , on peut changer 


en nr + 1 etécrire | 
in+1)iTra 
e K 

P(r) = 


LRETS ess 
sin—[r+2(n+1):K 

C niTra 

T Fra 

Re Ven SEEN 





sin —(x+2iK'+2ntK') 
2 K | 


De la composition même de la série résulte donc la relation 


iTa 
P(r)=eK b(x+oiK') 





ou bien 
ia 


D(r+oikK')=e À D(r). 
On a d’ailleurs immédiatement 


Pr +2K)=—dD(x); 
ainsi (zx) est une fonction doublement périodique de seconde 
ia 
* . . ES K re S] , b . 
espèce aux multiplicateurs er ME o VON «2 ; ses pôles s obuennent 
en posant 
lee re 
sin ( æ+onK") = 0, 
d’où 
æ=2mK—ontiK", 
m désignant un entier arbitraire ; par conséquent, on n'a à l'inté- 
rieur du rectangle des périodes 2 K et 2 : K’ que le seul pôle æ = 0, 
, n 2 K ep ’ 
auquel correspond le résidu Rp Les propriétés que nous venons 
de reconnaître suffisent à la complète détermination de la fonc- 
tion D (+), et l’on sait construire avec les transcendantes de Jacob 
une expression qui les réunisse : c’est la quantité 


2K H'(o)8(r+a) 
7 H(zr)@(a) < 


+8 
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qui a, en ellet, les mêmes mulliplicateurs et le même pôle x — 0 


Medion K è +6 
avec le résidu 3 On à, par suile, la relation 





, 


2K H'(o)8(æ+a) e 


H(æ)8(a) ee Te (e +oniK) 


etil suffit de permuter æ et a pour en conclure l’une des formules 
de Jacobi, à savoir 








2K H'(o0)8(r+a) =Y en 


T (x) H(a) sin (a+ 2nik') 


Les autres s’en déduisent de la manière suivante : 
Changeons d’abord a en & + 1 K’, nous aurons 








LA ER 
a K H'(o)H(æ+a) x _ DL A DR MST Er 
Tr 8(æ)8(a) sin=[a+(on+1)iK] 
2K- : 
iT x 
2k 


puis, en multipliant pare *”, 
| @r+TiTr 
2K H'(o)H(x+a) x CRE re 
< 8(æ)0(a) RER 


sin [a + (an +1)iK|] 


Mettons enfin dans ces deux relations & + K au lieu de &, on 
obtiendra les formules qui restaient à établir 


mir.» 











2K H'(o) 6,(x+a) ei 
ET , 
De) Hit T TA 
FRS COS — (a +2ntK) 
2 K 
2n+Virx 
2K 





2K H(o)Hi(æ+a) MINT e 


D(r)0.(a FLPM ve re 
O(æ)0,(a) cos [a+(an+i)ék] 


Je joindrai immédiatement à ces expressions des quatre quotients 
contenant (x) en dénominateur ceux dont le dénominateur 
est 4, (x), et qui s’en tirent par le changement de x en æ+K. 
Les formules ainsi réunies ont un même caractère analytique essen- 
tiellement distinct de celles que nous obtiendrons ensuite; Je 
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conviendrai, afin de les écrire de la manière la plus simple, de 
représenter par des lettres » et m tous les entiers pairs et impairs, 
tant posilifs que négatifs ; cela étant, on a le Tableau suivant: 














mt TX 
\ (o) € AT) - 2K 
(1) AK HOT SPAM ENT ES 
T O(x)H(a) Æi . T SE 
sin — (a+ ntK') 
2 K 
mix 
Fa 2K H'(o) H(x+a) æ e ?K 
rt ln RU OEM RNSE A, © RS 
de O(r)0(a) sin (a AL 
2° K 
ÿ niT à 
(3) LE HO) OR EN 
cu AS T + 
(æ) Ha) éos 7 {a RE 
2 K 
MITA 
: 2K I'{o)H,(xr + a) - e 36 
(4) ur A PE : 
di O(æ)01(a) di 7 D 
cos — (a + miK') 
2 K | 
n niTAàr 
2K H' D,(x + a DRNE PONT 
(5) 2 K° HOME ERRRE 
T O,(æ) H(a) . 2% 
sin —— (a+ niK') 
2 K 
miTr 
2 K H'(o)Hi(x + a) — ie 2h 


(6) = Gear 2 
TL 1: { ) sin RE —— mt K') 
2 K 











n niT x 

. 2K H'(o) O(x+a) \ = fire 2K 
V4 6) Hit) di ROC 
É, io cos —(a + niK9 

2 K 

‘miT ax 

2K I'(o r+ a VORERARE 
(8) 2 K HOME ENT NAS 


< 


O,(r)-0.(a D 1 
i(æœ)Oi(a) cos (a + mi K') 
h 


PA 


11; 
Nous considérons en second lieu une série d’une forme entière- 
ment différente de la précédente, qui est représentée ainsi : 


niT «a 


rad Tr Fe 4 
Cote Ù e PAP ROUE UT ATK) LES 
2 K :K! JET 


COR en: 1 One ENS 
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Dans cette formule, l’entier » parcourt toute la suite desnombres 
pairs de — s à + æ, et laquantité désignée par s doit être supposée 
nulle pour x = o et égale à l’unité positive ou négative, selon que 
n est lui-même positif ou négatif. 

On devra donc, en n’introduisant que les entiers positifs 
n = 2, 4, 0, ..., la décomposer en deux séries partielles et l’écrire 
ainsi : 

UT «A 


Tr dd FLN © T Re. £ 
DORA ET COL. + RE CO (Tr + nmiK) +2 
2 2 K 2 K 


T Fes L 
[out — (x — ni) — 1 s 


2 K 





ni 
: L 2K 
Si PE e 


ou bien encore, au moyen d’une transformation facile, 





IT É- iT ge 
SE (na+niK+x) 7. (re 4 — ni K'+ x) 
Ta 14 24 N e” N (ES G : 
COL— + COL — —+ | ) 
2 K DK 7 den LT FATIPE SANTE Pur 
sin — (x + niK') sin (x — ntK") 


2 K 3 K 


el c'est cette nouvelle forme qui conduit aux conditions de conver- 
gence. Remplaçons, en effet, pour de grandes valeurs de n, Îles 


, k - T PS ë T e 
deux dénominateurs sin — (x + niK')et sin —{x— niK') par 





> K | 2 K 
IT ee IT 

; (Hi!) j + (x — nik') < ; 
5e et +e . les termes généraux deviennent 
F4 4 / CE 

l A iT se 

- (na +2niK +2») — — (na —92niK +2x) 
2K ° 2 K 


21e FHRTES 





Cela étant, si l’on fait encore «a = 3 + ia/, on obuent pour la limite 
de la racine n'"e de leurs. modules, en supposant À» infini, Îles 


quantités 
HVEE T 
SK ‘2 +2N) si AN? 
Fee de VAE 
et, par conséquent, les conditions 
a +—.2K'"> 0, x —2K'<o. 


Notre seconde série est donc convergente, pour toute valeur 
de +, lorsque le coefficient de £ dans la constante a est en valeur 
absolue inférieur à 2K’. J'ajoute qu’elle définit encore une fonc- 
tion doublement périodique de seconde espèce, et qu’en posant 


ALTO. 


TA SK Tr _ 
H(x) = cot— + > e?Ë ltot— (x +niK')+e:|, 
2 K > K PE 
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on a les relalions 
LT. 


H(æ+2K)=N(x), I(xv+oiK)=e À Nr) 





La première est évidente et la seconde résulte de l'expression 
iT 4 


. K / RUE . 
du produite * IH(x + 24K'), à savoir 























ITA MN CE 
x ra TA LLVElAER 
e Cot —— = Ccot LA E UE 


» K > K 


et si nous changeons, comme 1l est permis, » en n—2 dans le 


terme général, 11 viendra 





FT \ PETOUT 


Ta | EL Tr 435 . 
DE O AM Le EN e 24 |'éot == {(r ATOS 
| 2 K ‘ pæ à 2 K 








mais, sous celle forme et à l'égard du nouveau nombre », une 


modification est apportée à la signification de &. On doit, en effet, 


prendre maintenant s —1 pour n = 4, 6,8, puis s =— 1 pour 
= È 1 à 
NERO) NS Or on voit qu'en ajoutant aux 
à iT «a 





K 


termes correspondant à » = 2 et = 0 d’une partie * , de Pautres, 


et, par conséquent, en faisant entrer dans la somme la quan- 
iT «4 


OR K DA Ur ; ; : 7 
LIL 1e Ne pe on retrouve pour € précisément la sigmifieation 





qui lui a été donnée dans la foncuon I (x). La relation à étabhr et, 
par conséquent, le caractère analyuque de fonction doublement 
périodique de seconde espèce résulte donc encore de la composi- 
tion même de la série considérée. Enfin, si l'on remarque que, 
dans le rectangle des périodes, il n'existe qu’un seul pôle x= 0, 


AE 2 K : L |; 
auquel correspond pour résidu —, on obtient l'expression de Il (x) 
‘ Jr 


É è ; K H' H 
au moven dés fonctions de Jacobi sous la forme =? H'(o) He 
4 T H(x)H(a) 


ci Si 
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En permutant x et &, on a, par suile, 








2 Gene) o ar Ni El x PRO 
MT te) Uk, 2° foot Ca + ni) + sis 


c’est le premier exemple el le type du second groupe de huit for- 
mules auxquelles nous allons parvenir. 
Changeons d’abord a en a + K', on obtient, après avoir mul- 
Tr 
. D 2K ss. at , . , . 
üplié e * et en désignant par » l'enticr impair 2 +1, 


HTC: nmtiT.v 


2K H'(o)8(r + a) y A Cr DATE TE T JE. EI ARE 
7  H&@)0(@). (54 co + e foot ca mik) ci] 





Il suffit ensuite d'employer la relation 








A 


16 


2 K 


; 





pour avoir en définitive et en faisant entrer le terme te sous Île 


signe >, 








K H'(o)8(r +a) ; e miT à C 
U a En 4 al | 
en - = 2 2 tent L 2 
# H(x)8(a) te” 2° De Re AS 2 SE 1 
GINeE-Z ; 
2 K 


Le nombre m représente, dans cette formule, tous les entiers 
impairs, @t € doit être pris égal à +1 où —1, suivant que 72 esl 
positif ou négalif, sans jamais passer par zéro. En y changeant, 
ainsi que dans la précédente, & en a + K, on obtient quatre rela- 
tions qui, ensuite, en donnent quatre autres, lorsqu'on y rem- 
place x par x + K. C’est, par conséquent, le système complet des 
huit formules qu'il s'agissait d'obtenir et que je groupe dans Île 


Tableau suivant : 











niT.r : 
2K H'(o) H(z + a) FT ON ET T is 
A Te. — COLE ei} cot(a+ niK')+et 
T H(æ)H(a) DK dt 2 K! 

ni TX s 
2K H'(o) @(x + a TT & re T Rs 
FT 3 HDI EEN ) —  COSÉC — LN PES éote—(a + nuikK)+etl, 
Te H(z)0(a) 2K 2 K } 

FRET 1e 
2K H'(o)H,(x + a) TX EE ee mt KT 
— BYE Le COt—— — > ei Ltang giat niK')— ct 


v H(x)H,(a) ét > K 
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eL 
2 Tax 
2K H'(o) 8,(æ + a) Te CC — T ar 
— © — COsÉC—— — e “" [tang (a+ miK') — 
T H(æz)6,(a) 2 K 2 S5K( ) 
10 
2K H'(o)Hi(æ+ a) TT se u À 
— > — tan g —— +Ù 2p FAR cotZ(aEiniK) + 
au: Hi ce °.2 K ( } K( 
: 7 ITA 
2K H'{o) 8,(x + a) TP 7 — 1 T TE 
— "©" — séc — im. ve 2% cot (a 2imikK) - 
T H;(x)@8(a) ER Da | 2 KA d a 
>K H'(0) H(x + a) rx 2 ST r 
D, ‘ | + 2 , 2K K' 
— "© — Lang —— + OT) ES tans — (a + niK') — 
REINE) 2 K > ) | AS 
; : miTx 
+ HART EN) CAO EE) = séc Tee AL de tang — (a+ miK') — 
Te Hi(æ)0,(a) 2 K 2 K 
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Depuis longtemps, M. Kronecker a eu l’idée de développer, 
suivant les puissances de g, les expressions de Jacobi, et, en 1975, 
l'illustre géomètre m'a donné communication des résultats extré- 
mement remarquables auxquels il s’est trouvé ainsi amené; en 
raison de leur intérêt, j’indiquerai succinctement comment on y 
parvient. Îl est indispensable pour cela de séparer, dans les séries 
dont nous avons donné le Tableau, les termes qui correspondent 
aux valeurs positives de ceux qui correspondent aux valeurs néga- 
uves des entiers désignés par m et n. En convenant donc qu’on 
supposera désormais 


ARE A DEN SE NT = "2, HD MR 


il suffira, pour effectuer tous les développements suivant les puis- 


sances de 7, d'employer les formules suivantes (!), où s est une 








(') On a aussi à employer les formules 


— $ miTa 
nmn—1 ms ra T 


— =2Ù (—5) 2 g?e A 





I 


= n ns LniTa 
ang (a E siK') + é = aid (—1)g2 e IE, 
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e 


constanté positive, qu'on prendra tour à tour égale à 77 ou 


mn 


. tr PE 
UD task 
2 K 





dre Le 
Sin — S5K 
KI! x? 


T : : A us 
Eat Ca C'siK' L—— 91 a°?e À 
9 x ( A7 }=+ d'q (a 2 


EASSMRS Mes s $ 
Os Cest K —i=+aiù 
2 K ) 7 


L 


(m 


(na 


4 


ms 


exe DS ge 


ns 


LA 


PR POUPEE à 


e 
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à 71 : 


miT «a 
2K 





1 


miTa 
2K 





nid 





[N 


niT a 


2kK 





Cela étant, si l’on convient encore de désigner par met, 


comme on l’a fait plus haut pour m» et n, tous les entiers impairs 


et tous les entiers pairs, positifs, on aura les seize formules sui- 


vantes (1) : 

H'(o) 8(r+a) 
E(x) H(a) 

H'(o) H(z+a) 
B(x)8(a) 

H'(o) 8:(x+ a) 
O(æ)Hi(a) 


H'(o)H,(æ+a) 
B(æ)O1(a) 





H'(o)8,(x+a) 
Di) H(a) 
H'(o)H,(x +a) 
O,(æ)O(a) 
H'(o) A(x+a) 
Oi(x)Hi(a) 
H'(o) H(æ+a) 
O,(æ)@i(a) = 


sud 
in — 1 
+ 4 er? 
x ) 
n1 — 1 





m+n— 1 


Ta \X : 
séC —=+4 > (—1):.f 
2 K 2 


mi + mr —2 


DATES 








norreT ( —- ) 
q'“2sin (ma NE 
1 2 K ” 
ann 
q ? sin T_ (ma + m'æ) 
HAS ; 
mn 
3 cos-(ma+næ) 
a. * “cos — (ma nr 
1 2 K : 
mn 
rs T : 
g * cos —(ma+m'ax); 
nt 
Te 
g° sn—(na+nx 
{ PTE ), 
mnt 
2 Fe ! 
q cos K (ma + m x), 
2 K 


min 


um 


d- 
HP UtOos (Man LT. 
{| A ); 


min 


9 , T n 
ge SiIN — (Ma + mt) 
HN 





(*) Un travail important de M. Scheibner, qui a paru dans les Mémoires de 
l’Académie royale des Sciences de Saxe, en 1883, sous le titre: Zur Reduction 
elliptischer Integrale in reeller Form, contient dans une note les développe- 
ments en séries trigonométriques des mêmes fonctions que j'ai considérées. Je 
m’empresse de signaler ces résultats, dont je n’ai eu que récemment connaissance, 
en remarquant que les formules du savant auteur sont présentées sous une forme 
semblable à celle qu'a adoptée Jacobi, dans ses recherches sur la rotalion et 
entièrement différente de la mienne. 


PSE RES PT PT nu Va 
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et 
H'(o) H(x+a) 
H(xYEACa)e 
H'(0) (t+a) _ 
H(xz)@8(a) 
H'(o)Hi(r+a) 
H(z) Hi(a) 
H'(o)8,(7+a) 
\H(æ)8i(a) 


H'(o)Hi(x+a) 7 


H;(æ)H(a) 

H'(o)8,(x+a) 
Hi (Plan 
H'(o) H(x+a) 
H,(æ) Hi(a) 
H'(o) 8(x+a) … 
Hi(ær)@,(a) 


cot 2 co +4 
3 + COt — 
2 K 2 K 


coséc Ca . > 
OO Ke 


n 
PAST à 
COSÈC — —1)})" 
i > K +4 à ) 
TA <<» = Y 
t ot = 1) 
angr+ C K +4 (—1) 
ae m —1 
; 2 
SéC — AT 
2K HDi ) 


T 


Ÿ 2 Ta SET ras 
tang +tang +4 Ù (1) 


re +4 
SÉC — 
2 K 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. LE PROFESSEUR CHRYSTAL 
SUR 


LA RÉDUCTION DES INTÉGRALES HYPERELLIPTIQUES. 


Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 1. XIF, 1884, p. 642-640. 


J'ai montré, dans mon Cours d'Analyse de l'École Polytech- 
nique, comment le procédé élémentaire d'intégration des fractions 
ralionnelles peut être modifié de manière à donner l'intégrale lors- 
qu'elle est algébrique et ne contient pas de logarithmes, sans avoir 


à] 


d'équations à résoudre. Une queslion toute semblable 5e pose à 
; LP P dx . 
l'égard des intégrales de la forme I ae , où P, Q, R sont des 
TOUR 


polynomes entiers en x, et j'en ai exposé la solution dans un 
article du Bulletin des Sciences mathématiques de M. Darboux 
(L. VIE, 1893). Mais la méthode que j'ai donnée peut être pré- 
sentée sous une forme plus facile et plus simple; c’est ce que je me 
propose de montrer, et avant d'aborder les intégrales hyperellip- 
tiques, je considérerai d’abord celles des fractions rationnelles à 

Supposons que, par la théorie élémentaire des racines égales, on 
ait mis le dénominateur sous la forme suivante : 


. Q — AatiBo+Hi... L/+1, 


où les polynomes À, B, ..., L n'ont que des facteurs simples, et 


faisons 
15 G H Le Ï 
a ns ee 
Q Aa=#1 Bo+1 net: 
G, H,..., 1 désignant encore les polynomes entiers. 


: : G dx : 
TS 1 Le NS A ù D = 1 L … Ç: 
Je considère l'intégrale Ent et Jobserve que À 1 sa 
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dérivée A, n'ayant pas de facteurs communs, on peut poser 


G = MA — aNA', 


» 


M et N étant des polynomes entiers. Cela étant, nous obtenons la 
formule suivante de réduction 


G dx N (M — N') dr 
És AA _ Aa 12 Aa Le 


qui se vérifie immédiatement par la différentiation et qui sera 
applicable tant que l'exposant & ne sera point nul. 

Soit donc F — AB, ... L; F, — AcBô, ... L!; on en conclut de 
proche en proche l'expression suivante, où IT et ® désignent des 


polynomes entiers : 
Par [l D dx 
—— 


ot Jets 


el quand l’intégrale est algébrique et sans logarithmes, on a iden- 
tiquement D — o. 
AS aie [ Pdx 
Envisageons maintenant les intégrales hyperelliptiques | —> ; 
| QVR 
et distinguant dans le dénominateur Q les facteurs simples premiers 


à R, que je nomme À, B, ..., et les facteurs appartenant à R, que 
je nomme S, T,..., je ferai encore 


Npiime H JR 
Q Ac pou M a RU 


observant maintenant que À n'ayant que des facteurs simples, et 
élant premier avec R, je puis écrire 


G=MA—GNRA" 
Soit encore 
D, (N RSA 5 
VR 


où N, est évidemment un polynome entier; on obtient la formule 


de réduction 
il Gdz °.NyYR: 4/7 (MNi)da 
Aa+1 VR Aa | f Aa VR 


Faisons ensuite R — SU; en admeltant, comme on le doit, que 
R n'ait que des facteurs simples, de sorte que S et U' soient sans 
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diviseurs communs, j'écrirai 


RMS (s 1x :) NUS’ 


*J dr SNVR (M—N;)dr 
Èr S° Î SR 


Cette nouvelle formule de réduction, dans laquelle j'ai fait 


et nous aurons 





se vérifie en différentiant comme la précédente; et si l’on remarque 
qu'elle ne souffre pas d’exception, qu'elle est applicable en 
supposant S — 1, on parvient à la conclusion suivante : Posons, en 
excluant les facteurs S, T, ..., qui appartiennent à R, 

FAR 
puis 

ARE KE A LE À 4 RER 


on aura cetle expression de l’intégrale proposée, dans laquelle II 
et ® représentent des polynomes entiers, 


P dx SAS D dx 
QYR F1 ne 








Un dernier pas nous reste à faire; soit E, la partie entière de la 


E, dx 





RE EN 
fraction rationnelle EF” l'intégrale f se réduit en posant 


e 


1e —_ M A+ fe 
VR vR 


et déterminant le polynome M de sorte que le degré de N soit le 








plus petit possible. On reconnaît ainsi qu’il faut prendre pour M 
la partie entière du développement, suivant les puissances descen- 
dantes de la variable, de l’expression 


1 E, dx 
RONAUE 


Nommons r le degré de R, et n le degré de N, nous aurons donc 


+ 
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la condition 
” 
——IZ=R—-+I]; 
# ) 
1 A 
d’où 
ITEM? 
] e dre ] s . . F 3"? li ° : 
es resultats que Je Viens d'établir succinctement conduisent 


à la notion importante des fonctions de première, de deuxième et 
de troisième espèce. Il suffit d'y joindre en effét la substitution 


Vote 7 À 
linéaire x — +, par laquelle on transforme un polynome R de 


Ri , L , 
RE où R, est de degréimpair r —1. 
Admettant donc que R soit de degré impair, les fonctions de 


ce « ® ’ æk dx \ 
première espèce seront les quantités OÙ AEPORRESS, 
e R 


degré pair, dans l'expression 





r —3 





— ; qui sont finies pour x infini, les fonctions de deuxième espèce 
2 
TO AL NT TEA . . , 

en EN ae D UN infinies avec æ, et 


: + ; a, dx 
les fonctions de troisième espèce, les quantités | ——> : 
/ (æ—a)vR 


Une remarque encore en tlerminant, sur la substitution 


celles où Æ — 





2 


+ gt s , . + ; : : 
x = iT., qui fait disparaître les puissances impaires dans un 


polynome du quatrième degré : 


L 


R(æ)=A(x—a)(x—b)(x—c)(x — d). 
Des équations données dans mon Cours de la Faculté (p. 8) 


PORN ONE cC—p d—p 
DA TETE DA g — € g di 





23 


] al remarqué qu'on üure facilement celle-ci : 


de sorte que l’une de ces racines donne p et l’autre g. Or, on 
reconnaît que @&, b, c, d étant des quantités réelles rangées par 
ordre de grandeur, cette équation aurait une racine entre a et b et 
une seconde entre c et d. Et si l’on suppose à et b réelles, et c et d 
imaginaires conjuguées, on à encore de même une racine réelle 
entre a et b, el par conséquent une seconde. Admettons enfin que 
a et b'soient aussi imaginaires conjuguées el représentons par 


«2 
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{ (p) le premier nombre. Pour p très grand on aura 


| 0e c—d 
HÉPIRESE—, 
; Ps 
a + b 

2 





on trouve ensuile, pour p = ; 
, a+b—c—d 
RARES (p—c)(p — d) 
C+ d 
2 





BEDOUr nn = 


? 


D De CE d 


FPE par) 


Nous avons par conséquent encore deux racines réelles en dehors 


+ D cd 
el , 


2 2 








L] . «a 
de l’intervalle compris entre 





SUR 


UNE IDENTITÉ TRIGONOMÉTRIQUE. 


Nouvelles Annales de Mothématiques, 3° série, t. IV, 1885, p. 57. 


M. J.-W.-L. Glaisher, professeur à Cambridge, a donné sans 
démonstration la relation suivante, où a, b, €, f, g, h sont des 


quantités quelconques, à savoir (!): 





sin(a — f)sin(a — g)sin(a—h)  sin(b—f)sin(b— g)sin(b — L) 
RSR LE ee OR nat nt ére RS 2 


sin(æ —b)sin(a—c) sin(b— a)sin(b —c) 
sin(e— f)sin(c— g)$in(c—h) 
sin(c—a)sin(c—b) 
sin( f — a)sin( f — b)sin(f — c) 
FT sin f—g)sn(f—4) 
sin(g—a)sin(g—b)sin(g— c) 
sin(g —/f)sin(g —h) 
sin(A— a)sin(h— b)sin(h—c) 
sin( — f)sin(h—g) 4 


L’éminent géomètre a de plus remarqué que la somme des trois 


premiers termes est égale à 
sin(a+b+c—f—g—h); 


or on voit qu'en changeant &, b, c en f, z, h, et réciproquement, 
le sinus se reproduit sauf le signe; il suffit donc d’ajouter les deux 
expressions pour obtenir immédiatement la relation annoncée. Ce 
résultat intéressant peut se généraliser el se démontrer comme il 
suil. 


Q 





(1) Association française pour l’avancement des Sciences, Congrès de Reims, 
séance du 17 août 1880. 
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Considérons la fonction 


_ sin(æ—f)sin(æ —g)...sin(xæ—s) 
SRE sin(æ—a)sin(x — b)... sin(æ —{) 


où Je suppose que les facteurs soient en même nombre au numé- 
rateur et au dénominateur. Désignons par A, B, ..., L les résidus 
correspondant aux pôles x = «a, b,..., l, de sorte qu'on ait 

sin(a —5s) 


Mosn(d-rp)sn(a—-s)i;. 
sin(a—b)sin(a—c)...sin(a—{) 


sat sin(b—f)sin(b—g)...sin(b—s) 
CP sin(b— a)sin(b — cc)... sin(b — x 
J'emploierai la relation 
AD een REC C 
": 





où G et H désignentles valeurs de f(x), lorsque, ayant faits = ef”, 
on suppose 3 nul et infini (Cours d'Analyse de l'Ecole Poly- 


technique, p. 328). 
Ces valeurs s’obtiennent facilement; on a, en eflet, 


sin(æ — f) z2e-if — eif 
sin ( FH (3 Th FAN em ER etu 4 


d'où, pour 3 = o et 3 infini, les quantités 
eilf-a) et e—f-a, 
Soit donc, pour un moment, 


u=a+b+... +, 
D=f+g+...- 


u 


nous aurons sur-le-champ 


— ellu-v) 


G — e—tu—v), H 


et par suile 
ALB+...+L=—snm(u—#v). 


els pour 


Maintenant 1l suffit de permuter a et f, bet y, 
effet 


obtenir l'équation de M. Glaisher. Qu'on désigne en 
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par F, G, ..., S ce que deviennent alors les quantités A, B, ..…., L; 
la relation précédente donne 


F+G+...+S =—sin(w —+v), 
et l’on en conclut lPidentité 


A LB E+H.,,4 LE FEB CRE 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. FUCHS 
SUR 


LES VALEURS ASYMPTOTIQUES 


DE QUELQUES FONCTIONS NUMÉRIQUES. 


Journal de Crelle, t. XC, 1885, p. 324-328. 


. Je suis porté à penser qu'il faut demander à l’Arithmétique la 
raison des transformations RAIN qu’expriment par exemple 
ces relations 


5 (+n) 
DD 
—— 2 

NE SON à uns . t 97 


PDO TON 13, 9. nn 122,3, :.…. 
ÿ, 1 7 ») ) | 2 





Si vous désignez par F (N) le nombre des diviseurs impairs de N, 
je dis que la valeur commune des trois expressions développées 
suivant les puissances de g est SF(N)g*. On le voit immédiate- 
ment pour les deux premières; en considérant ensuite la troisième, 
comme on à 


(n?+n) 


e (n°? + n) mere 
mt — 9 A 
. AS (dE ORIHE SET 


le coefficient de g* exprime le nombre te solutions de l’équa- 


REA 


uon N — = (n+n)+an, ou bien p(2p+2a+ = Nel 
(2p—1)(p+ a) =N, suivant que » —2p our —2p—1.defais 
dans le premier cas p—=d,2p+2a+t— d', alors d et d' sont 
deux diviseurs conjugués de N, le second est impair et nous avons 
la condition d'> 24. Soil ensuite p+a—=d, 2p —1=d", il 
TV. sr 
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vient alors d'—2d—oa—1, donc d! <2d4. Le nombre des solu- 
tions est ainsi le nombre des diviseurs impairs de N, tour à tour 
plus petits et plus grands que le double de leurs conjugués, et, par 
conséquent, le nombre total désigné par F (N). 

Considérons encore, afin de reconnaître leur identité, les deux 


, À savoir : 





< . , 24 
expressions que Jacobi a données de 


NP EURE "tr m2 AE Fr) 








où l’on a, comme vous savez, 


— (d —1) 


POEDNET ; 


la somme se rapportant à tous les diviseurs d de M. Groupons ee 
1 Li 


termes de la manière suivante, (a AS + (— 1 a , en dési- 
gnant par d et d' deux diviseurs conjugués. On voit ainsi que 
(M) = 0 pour M= 3 (mod 4), cette hypothèse entraînant la con- 
dition d'= — d (mod 4). Mais si nous supposons M = 1 (mod 4), 


les deux termes s'ajoutent, car alors on a d'= d(mod 4). Soit 
donc d'=> d on pourra écrire 


FM)=8D CT 


en excluant les diviseurs d', et convenant de réduire à moitié le 
terme de la somme qui s’offrirait dans le cas de d’= d. 


£ te: ; 3 V24K 
Cela posé, Je développe la seconde valeur de ———, au moyen de 
2 T 


cette formule 


EMILE 2n 
AE + =I+2qm+oqgine+, 
‘bé 
ou plutôt 
Pr so Eee j 
net Spin "0, 1,2, 


en réduisant à moitié le premier terme où l’on a r = 0. On obtient 
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ainsi la série 


1 
= (71) FT F 
sù (— 1} Var Va? OEEA T 430 3. .; 1h 2, ER 0e) 
ou bien 


1 
; sn 
ss — ri Vg", 


si nous posons m? + 4 mn — M. Le coefficient d’une même puis- 


. =(71—1) Ë TS AA ete 
sance de g-est donc la somme S8E(— 1} qui est précisément 


[ (M), m étant, d’après la relation précédente, un diviseur de M 
moindre que son conjugué, avec la même convention de réduire à 
moitié le terme pour lequel, ayant #7 — 0, le diviseur coïnciderait 
avec son conjugué. 

D'une manière toute semblable s’établirait l'identité des expres- 
sions suivantes dues également à Jacobi : 


1 
(n?+n) 


1 
24'K St 1) U7A 2 
D CE re 
T Le qu 


0 . Bah ; : 
A es RUN cle wa 





Mais j'arrive, sans m'y arrêter, à une conséquence de la formule 
précédente 


2kK = (m1) + g?2mn 
D bee (ie S vas 


Ce ant Le 





qui concerne la somme 
S=f(i)+f(5) + f(9)+...+/f(M). 


Partant à cet effet de la Héun 


DRE site Var CL) = FD, 


2/1 
q 


Je divise les deux membres par Vg et je change q en Vg; il vient 


ainsi : 
1 1 
=(n—1) =(m—1) / pe qu (M— 1) 
D (—1Ÿ q° (TS) DT 


J'opère maintenant comme Je Pari fait dans les Acta mathema- 
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4 


ica (t. V, p. 310), et j'obtiens celte expression 


1 

| = (mn —1) M — mn? M — m° 

S — —— 2 ù a RE CT 
121 1) LE ( 4m +1) +E( 4m )- 


où il faut prendre m—1, 3,5, ..., u, en désignant par u le plus 


grand nombre impair compris dans M. Mais on a 
E(t+1)=E£E(x) +1; 


nous pouvons donc écrire plus simplement 


1 1 | 
= (7-1) (4) M — mn? 
SCD CN fee) 


puis, comme on le voit facilement, 


4 1 : 1 
= (rt À: pe DES M — m° 
Sen lsS er ef )- 


4m 


Ce résultat conduit immédiatement à la valeur asymplotique de 
M= um) M — m2? 
ve AT rer 


la somme S ; il suffit, en effet, de remplacer E 
am Am 


our en conclure, aux termes près de l’ordre uw 
P 1 P [2 


1 
> y 3 (—1) M — m2 


Mais la formule ainsi obtenue 


1) 


WI 


À 
Ar 
CRsk: 


He 


S = 2M 


or un | 
—92|[1—-3+5—...+(—1) pa 


se simplifie en négligeant ces termes d'ordre u ou VM. On a 


d’abord 


é Lt) | = (U—1) 
2 ee 0 SD. OA mI=(—-1* (+ Lt), 


puis 





t 
© 
O1] — 
res 


bu. 


_]a valeur asymptotique de la somme 
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où Ü est en valeur absolue moindre que l’unité, de sorte qu’il vient 
simplement 

L 
S = —Mrz. 
Lio 


Le même procédé permet de tirer de l'équation 


4 1 
-(n?+n) 


ge DNA 


Si= FD +EF(2) +...+F(N). 
On part, à cet effet, de l'expression 


[l 
N—-(n?— n) 
D 
SE > E | |, 
12 
où il faut prendre nr —1, 2, ..., y, y étant l’entier contenu dans la 
quantité /? N+!2-_-,ctl'on en conclut, aux termes près de 


4 2 
l’ordre de VN; 
: f I 
SN logN+ (5), 


en désignant par C la constante d’Euler. 
Je considère en dernier lieu la fonction numérique ® (N) repré- 


sentant le nombre des décompositions de N en deux facteurs d et d'! 


telles qu'on ait d'>Æd, où Æ est un entier arbitraire. Partant de 


DE LT 


jen déduis d'abord, pour la somme 


l'équation 


Sa P(1)+ P(2) +...+ PIN), 
cette valeur 


S=YE(— SR Te) CI AT RS AT A A): 


en faisant 
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Il en résulte qu’on a, avec une erreur moindre que y, 


N — An? I Ù VIN" 
D es En een x , 


puis, si l’on néglige les termes d’ordre y, 





Sa = N(logv + G) — ae 


et plus simplement 


Dans le cas de Æ — 5 on a à considérer non pas le nombre des divi- 
seurs que J'ai nommés d et d', mais la somme E(d'+3d) que 
certaines formules donnent comme un élément numérique propre 





à exprimer le nombre des décompositions de N en cinq carrés 1m- 
pairs, et c’est ce qui m'a fait penser à la recherche que Je viens de 
vous exposer... 


Paris, 29 novembre 1885. 


REMARQUES. 


SUR LES 


FORMES QUADRATIQUES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 


Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. X, 1886, p. 23. 


Considérons les formes réduites qui représentent des classes 
non ambiguës ; elles se groupent deux à deux en formes telles que 


(A, B, C), (A, Ed B, C), 


qu'on nomme opposées, et, si l’on suppose le coefficrent moyen 
positif, on a les conditions 


2B< A, Aer: 


Nous pouvons donc les obtenir toutes, en faisant parcourir aux 
nombres entiers 7, 5, t, dans l’expression 


(25+7r,s,25+r+it), 


la suite indéfinie 1, 2, 3, ..., chacune d'elles n'étant donnée 
qu’une seule fois. Cela étant, considérons la série suivante 


RENE > qUs+r)s+r+0 st, 


où la sommation s'étend aux valeurs considérées de 7', s, £; il est 
clair que, si on l’ordonne suivant les puissances croissantes de la 
variable, le coefficient de g* sera précisément le nombre des 
formes réduites non ambiguës et, par conséquent, le nombre des 
classes de cette espèce dont le déterminant est —N. Observons 
maintenant que l’indéterminée t figurant au premier degré dans 
l’exposant, la sommation relative aux valeurs £ —1, 2,3, ... 
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peut s'effectuer, ce qui donne 


qgs+ri+2s+r-s? 
S = 2 > RARE Eee bee 


= DA 
ou bien, en posant2s+/r —n, 
n?+n—s? 
SA Dies 
LION 


ans celte expression de notre série, nr n’est pas inférieur à : 
D elte ex] d t , n'est férie 3, 
puisque 7 el s sont au moins égaux à l'unité, et représente 
us ntiers à partir de cette limite. J'ajoute que. d’après la 
tous les entie partir d tte limite. J’a] : 
condition 2s +7 — ñn, le nombre variable s parcourt la série finie 


Sie RAD AE AVE 


reel 
2 
établi, j'ai à considérer les classes ambiguës qui demandent une 


attention particulière, en me plaçant à un point de vue un peu 
différent de celui de Gauss, à l’article 257 des Disquisitiones 
arithmeticæ : De multitudine classium ancipitum. Les formes 
réduites sont alors 


où y désigne le plus grand entier contenu dans 





+ Ce point 


Fe (A,o,C), ASC 
. (2B,B;:0, 2B<C, 
4 (A,2B,A), 2B LA, 


et, pour un déterminant donné — N, on les obtient successivement 
comme il suit : 


Décomposons N en deux facteurs et soit 
NES 


nous ferons, dans le premier cas, Az n, C—n7', en supposant 
n<n/. Soit donc 
N'ETTAEL (Le 0,1 


leur nombre sera le coefficient de 7àI dans la série 
S; > qg'ie+i), 
ou bien, si l’on fait la sommation par rapport à £, 


gr 
9 
SL T1— g" (TE 1 2:00 


bo. 
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Le deuxième cas nous conduit à légalité 
2BC — B?= nn'; 
d’où 


Be, 20—B—=n ct C — 


Il faut donc supposer n'= n (mod 2), afin que GC soit entier, et 
la condition 2 B<C nous donne ensuite 


SR 
2) 


/ 7. 


Dans le troisième enfin, » ant 


A2— B?= nn, 
nous ferons 

A—B—n, A+B—n, 
d’où 


A 





Î 


On doit prendre par conséquent n'=n (mod2), n<n', le 
signe excluant l'égalité, et la condition 2 B << A devient 
PC PERTE 
De là résulte que le deuxième et Le troisième cas ont en commun 
les conditions n=n(mod2), n>œn, mais dans lun :l faut 
supposer 2/23 net dans l’autre n/<3 n. Le nombre des formes 


réduites qui appartiennent aux deux cas est donc le nombre total 


des solutions de l’égalité 
NRA: 


sous les conditions n  n', nr = n' (mod 2). 
Soit 


nN'=n +2 RETS SEP 


cette quantité sera par conséquent le coefficient de g\* dans la 


série 
So > grintat 


qui se met immédiatement sous la forme 


n?+2n 
SUN IR PR 
L— qg?" 


Les trois suites auxquelles nous venons de parvenir conduisent 
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ainsi à une fonction explicite de la variable q, représentée par la 


somme 
S + S1+ So, 


dont le développement suivant les puissances de 4 donne le nombre 
des classes des formes quadratiques de déterminant — N comme 
coefficient de g\ (t). 

L'expression qui correspond aux formes ambiguës, Si + So, 
peut encore s’écrire 


qg'(x + g") 14 CAES 2427 JÉCEGU 7 g?2) q'+n 
Si+S= Ÿ I nait +Ù Er / Hs =D — [—g?1 7 1— g2? 


puis, en séparant PE le second membre la partie paire et la partie 


D 


1m paire Le 


m°? 2m 4 4? . nn+n 
su Sn D ga ) STI 


dd 1—g?n 1— 97 q?n 


Dans cette relation on suppose toujours 
RÉ ON SE JE, 
mais on prend 


TRE SNS SES At 


Sous cette nouvelle forme elle devient susceptible d’une trans- 
formation que je vais indiquer, et qu’on tire de léquation de 


Clausen (2?) : , 
q" g" U + g*) I + q" 
D Dire rm fn à 


À cet effet j observe qu’en égalant dans les deux membres les 


(*) Un résultat analogue vient de m'être communiqué par M. Kronecker, sous 
la forme suivante : 


D n — 1+ RAR que 2 
RARE DA are Se 1— q" 


CRE ON ONE TE D | 





# 


La fonction G(n) qui y figure a été introduite par l’illustre géomètre dans 
son Mémoire célèbre sur le nombre des classes différentes des formes quadratiques 
de déterminant négatif (Journal de Borchardt, 1. 57, p. 248, et Journal de 
Liouville, 1860). Elle ne diffère que par une modification légère du nombre des 
classes de déterminant — ». [ Voir aussi sur cette même fonction les paragraphes 6 
et 7 du Mémoire sur les formes bilinéaires à quatre variables (Mémoires de 
l’Académie des Sciences de Berlin, 1883), qui est l’un des plus beaux et des plus 
importants travaux arithmétiques de notre époque. |] 

(?) Fundamenta, p. 187, ? 66. 
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puissances paires et impaires de 4, on obtient les égalités 


SUP Ste 


VS 1— q?m qe" 


qe e MG A JENTE ee (1 ai te de D'APCNÉE 
1— que Tr CEE Ten ne LL 1— g?" 


Or l'équation même de Clausen donne, par le changement de q 


n 
en q x 
(bis D'tErUr) gr): 
D ne 1— gén Den me 1—qght ? 


et, si l’on retranche membre à membre de la relation précédente, 


el 


on trouve, après une réduction facile, 


Der” gg" + 
1— qi NE né 1— ga. 


Nous pouvons maintenant remplacer dans la valeur de S, + S, 
les trois sommes qui yfigurent par les expressions auxquelles nous 
venons de parvenir; 1l vient ainsi 


mt re 272 
RDS PE 


pris É. dd nt” Bd 


et, en simplifiant, 


are q 
Si + S 3 =Ù 1 2/7 2n. 
Jo q Le g* 


De cette transformation analytique se conclut immédiatement, 
sous la forme la plus simple, la détermination du nombre des 
classes ambiguës pour un déterminant donné — N. 

Supposons d’abord que N soit un nombre impair M; le coefficient 
de g" est donné par la première somme et, d’après sa propriété 
caractéristique, a pour expression le nombre des diviseurs de M, 


: STRESS “20 Et RAIN AS 
que je désigne suivant l’usage par © (M). Soit ensuite N —2#M; 


la seconde somme, qui est seule à considérer dans ce cas, fait voir 
’ é £ ‘ N\ , ñ 

que le coefficient de g\ est alors © ie) et, par conséquent, 20 (M). 
4 i 3 i / 


Cette valeur si simple du nombre des classes ambiguës s'obtient 
également par la voie del’Arithmétique, mais la méthode analytique 
est plus rapide, parce qu’elle évite d’avoir à considérer le cas par- 


# 
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uculier où N est un carré, qui est exceptionnel tant pour les 
formes (A, o, G) que pour celles des deux autres espèces. 

Je reviens maintenant à la série 2H (n)g", où H (n) désigne le 
nombre des classes de déterminant — », afin d'indiquer une con- 
séquence de l’expression que nous avons obtenue, à savoir 


a SU AE n?+2n n?+n—s2 
H(n)g" == SES + Éd + 9 ee 
> > LE U > a EN) 1e0 


Divisons, à cet effet, les deux membres par 1 — g et déve- 
loppons ensuite suivant les puissances croissantes de g ; on trouvera 
d’abord, dans le premier, pour le coefficient de g*, la quantité 


U = H(1) + H(2)+...+H(N). 


Si l’on fait ensuite usage de cette équation, que J'ai donnée 
ailleurs (Acta mathematica, 5 : 4, p. 311), où E(x) représente 
l’entier contenu dans +, à savoir 


g? Le Na" : 
no eo DA va PA 


on obtientimmédiatement 


Nm ir N+s?—"n? 
UNE) SE) DE (ET): 
Voici une remarque à laquelle donne lieu cette forme analytique 


de Ü par le symbole arithmétique E. On remarquera que, dans 
les deux premières sommes, le nombre variable n a pour limite 


supérieure l’entier contenu dans VN, que je désignerai par y. En 
négligeant une quantilé qui ne peut surpasser y, nous POLE 
donc écrire 


N+n—n? N+n—n? I I I v?— y 
Sete) CS NERO ESS 
à n n ; 2 3 ÿ 2 
ANS rt N — n°? Nan I I J V2 — y 
dE — | — Ÿ —— Dre LE RE de TS , 
2n LH DEA 2 s: y 4 
et, par conséquent, si l’on néglige les quantités de l’ordre de /N, 
N+n—n? N 
DE (——") — N(SlogN+c) — —) 
n 2 2 
N — n°? N 2; N 
dE(——”) = (SloeN+C) 2 
2n SA 4 





SUR LES FORMES QUADRATIQUES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 221 


GC étant la constante d’Euler. A l’égard de la dernière somme 


MN na 
}à E er où l’on doit prendre 


nm 


SAR ON: et N—=IVS HI, 25 +91 25 +3, ..., 


Je représente un moment s et 7 par l’abscisse et l’ordonnée x et y 
d’un point rapporté à des axes rectangulaires. Ayant ainsi les 


conditions 


VER 27. N+x—y>o; 


devant de plus supposer æety positifs, on voit que les points 
considérés sont à l’intérieur d’un secteur hyperbolique qui a pour 
sommet l’origine et pour côtés les portions de l’axe transverse 
et de la droite y = 2 x, comprises entre le centre et l’are de l’hy- 


perbole 


N+z— y=o. 


L’aire de ce secteur qui s'obtient facilement est 


N log3 


) 
4 


nous en lirons cette conséquence que le nombre des points con- 
tenus à son intérieur est de l’ordre de grandeur de N; aux 


quantités près de cet ordre, on a donc 


0] 


N=Es#Ei in TEST 0 2 
|? 7 GAS le PAS AE 
n / n 


et, par conséquent, 





_ + N+s— n? 
U = =NlogN +2 > ————— : 


I 


= | © 


On doit prendre, comme nous l'avons vu dans la série double 


qui figure au second membre, 


à — ! « “ 
ÉD RAR A RDS +1,25 +2,25 +4, ..., 


avec la condition 
— 


N #4 52 n2 6. 


Une évaluation approchée de cette suite pour de grandes valeurs 
de N est donnée par l'intégrale double 


? A TR Ve à 
J ‘ Aa: Vimiens ds Are u dx dy, 
F4 
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où l’on suppose 
J > 2x, N+z—y>o; 
2 
elle est égale à 2. d’où résulte 


3 


27 N° 
9 


RÈÉS 





2 


-en négligeant les termes moindres. Ce résultat ouvre une voie pour 
parvenir aux belles propositions sur la valeur moyenne du nombre 
des classes proprement primitives, énoncées par Gauss, Disquusi- 
liones arithmeticæ, art. 302, et que M. Laipschitz a le premier 
réussi à démontrer [ Ueber die asymptotischen Gesetze von ge- 
wissen Gattungen zahlentheoretischer Functionen (Comptes 


rendus de l’Académie des Sciences de Berlin, 1865, p. 154)|. 


REMARQUES ARITHMÉTIQUES SUR QUELQUES FORMULES 


DE LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Journal de Crelle, t. C, 1887, p. 51-65. 





La théorie des fonctions elliptiques donne les développements 
en séries de sinus et de cosinus de deux catégories différentes 
d'expressions qui conduisent à d'importantes conséquences pour 
l’Arithmétique. À la première appartiennent les fonctions double- 
ment périodiques élémentaires, snx, cnx, etc. que Jacobi à 
considérées dans le paragraphe 39 des Fundamenta, et c’est de 
leurs formules de développement que le grand géomètre a tiré ses 
théorèmes célèbres concernant la décomposition d’un entier en 
2, 4,6 et 8 carrés. Les autres, qui sont les quotients de produits et 
de puissances des quantités @ dans lesquels le nombre des facteurs 
n’est pas le même au numérateur et au dénominateur, ont la pé- 
riode 4K, mais se reproduisent multipliées par un facteur expo- 
nentiel, lorsque l'argument s’augmente de 22K’. J'ai montré (t) 
que ces expressions, d’une nature plus complexe, conduisent à 
plusieurs des propositions extrêmement belles que M. Kronecker 


_a découvertes sur les sommes de nombres de classes des formes 


quadratiques dont les déterminants sont négatifs et forment diverses 

progressions du second ordre telles que : —m, —(m—1?), 

—(m—2?), .... En particulier, j'ai considéré la quantité 

H(x)8,(x FLN IAGER ] 

RIRES et l’intégrale définie suivante 

?(x) 
H(o) f'H2(x)Oi(x 
27 J, U2(2) 





(!) Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications à l’Arithime- 
tique (Journal de Liouville, 2° série, t. VIT). 
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dont le développement suivant les puissances de q donne la série 


en NP La À 
TER TIErS Sr ENT 5, CARE. 
Œ—I 
ANR | c=0o, Hi, Ho, H3,..., + : 





puis sous une autre forme 


1 
AE ER) (n= 87 100000 


F(n) désignant pour tous les entiers 7 = 3 (mod 4) le nombre 
des classes de déterminant — nr où l’un au moins des coefficients 
extrêmes est impair. C’est de ce résultat que se tire l’une des rela- 
uons de M. Kronecker : 


F(n)+2F(n—2?)+2F(n—4)+...— = Wi(n), 


où Wji(n) représente, d’après l’illustre géomètre, l'excès de la 
somme des diviseurs de » plus grands que sa racine carrée sur la 
somme des autres diviseurs moindres que cette racine (!}, 

Beaucoup d’autres fonctions doublement périodiques de troi- 
sième espèce s'appliquent de même à l’Arithmétique, et je me 
propose de faire voir comment, dans cette voie purement analy- 
tique, se rencontre une expression intéressante du nombre des 
décompositions d’un entier en 3 et en à carrés. Mais auparavant Jé 
reviendrai sur Us que je viens de rappeler 


slai+2a)— € 1 
D LAS US =D Fr) 


pour indiquer une expression de la somme 


= 


F(3)+F(7)+...+F(4m—i1) 


à laquelle elle conduit. 


1. Soit, à cet effet, a—2c'+retn—4m—1; en supprimant 
3 


le facteur g' et mettant à part les termes pour lesquels CIC je 
l’écrirai de cette manière : 


Je WAP 2+9c— c? 
ner = — PA I — 17 
> qui + 2 x PPEmE rs Vies > * ER 1)g 


(1) Ueber die Anzahl der verschiedenen Klassen quadratischer Formen von 
negativer Determinante (Journal de Crelle, t. LVII). 
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Sous celte nouvelle forme, on devra prendre 


C—=I,2, 9, . 


(æ) 
Î 


(1 ARR LT RE TRE 


HE ET Due 


cela étant, après avoir divisé les deux membres de l'égalité 
par 1 — 4, je les développe suivant les puissances croissantes de la 
variable. Si l’on emploie l’équation suivante qu'il est facile 


d'obtenir () 
ke L 
er) cer ou) 1 Cr LS 


où E(x) désigne l’entier contenu dans +, on trouvera pour coeff- 
cient de g”*7! dans le premier membre 


E) 19 2 
VE nm — C ( 
D | ———— Love —_——— ,——— |: 
us DC + 1] sm 2C'HI 


Le coefficient de la même puissance, dans le second, étant préci- 
sément la somme 


S=F(3)+EF(3)+...+ F(4m—r), 


on a ainsi la formule 


S =YE( ) ñ Def — c'?+ c? }: 
PA SE COM | 2C+I 
Voici une première remarque à laquelle elle donne lieu : 

Posons c'—c=—= d, c'+c=—= d'; les entiers d et d' seront de 
même parité et, comme € est au plus égal à c', d qui pourra 
s’évanouir ne sera jamais négalif; on a d’ailleurs la condition d'Z d, 
et en convenant de réduire à moitié les termes pour lesquels on 
prend c = 0, c’est-à-dire d'— d, la formule précédente peut s ‘écrire 


plus A 
04. 
Se DE) 


et la limitation des nombres d et d' résulte de la condition 


m — dd’ ie 
d£d'+i 


(!) Mélanges mathématiqués et astronomiques tirés du Bulletin de l’Aca- 
démie des Sciences de Saint-Petersbourg, t. NI, p. 26%, et Acta mathematica, 
t°V,p. 3r1. — Voir aussi : Œuvres d'Her mite,t. IV, p. 158. 


H. — IV. 19 
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ou bien 

mz(d+i)(d'+:1). 
Soit comme application numérique m =10, les valeurs à employer 
pour d et d' seront 


des 1 deu, 


c’est-à-dire S — 30, ce qui se vérifie par le Tableau suivant des 
formes réduites de déterminant — D : 


Den (LOST 
= 7 0 (0:19); 
DES TE CLOUS (Se Een 
D = 15, (1,,0,-15), (32 0e 
D = 19, RNA EUR Cas 153, 
DA (190720), (3, 1,8), 
D'—27 1 60 en, (3, 019), (CH CETANE 
D3r, (1,0, 81), (5 #9, 9) 
Dis 85,70 )(1y 085), (551000, V9). (8, SA) NON 
D = soir OUR 01 34) OUEN Obs LE CS) SÉIEER 


Supposons encore m —13, aux valeurs de d et d’, il faudra ajouter 


celles-c1 : 
d =. de 10,/12, 
ds 1; d'à, 


et la formule devient 
13 3 13 13 13 UE 

sn [4( 2) 4(9)-ea(8) ee (2) (2) (3) 

eat) 


c’est-à-dire S — 44. Or on trouve, en continuant le calcul des. 


[es 
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formes réduites : 


D =.43, (1, 0, 43), (4, Æ 1,11); 
D—47, (10,47), (8, Ær,16), (7, E3, 8), 
D = 1, (1, 0, 5r), (3; 0,17), (4, Er 13), (5: Æ2;, 11), 


et les trois nouveaux déterminants donnent en effet 14 formes. 
Ces exemples numériques montrent que si nous faisons en 

général 

S == So + Si... + Ses. 


+ 


où Sx est la somme partielle dans laquelle on suppose 
DR X, d'=k +92, X+4, 


c’est le premier terme, à savoir 


S,=E(?) +2E (7) +2E (2) QUE 
I Æ 5 


qui a la plus grande valeur, les autres vont en décroissant lorsque 
l'indice augmente. 
Voici une seconde remarque qui m'a été communiquée par 


M. Laipschitz : 


Considérons un autre groupement de termes; faisons dans les 


ae dd 
entiers E( di 


1) » d'=d + 21en attribuant à £ une valeur fixe, 


\ 


“Er m — d?’— 21d 
et considérons la somme > E(—————— }), pour d— 0, 1, 2, … 
2d+23i+i1 


SO à Mona) Il ; ; pds 21a fes 
jusqu à une limite 4 — d,, telle qu on ait D ee Nue) Cle 
: 2d+21+I 


On observera qu’en posant 
Mm—x?— 1x 
FT roi: 
on obtient une fonction qui décroît lorsque la variable augmente, 
de sorte qu’on peut appliquer une formule de Dirichlet d’une 
grande importance, que je vais rappeler : 

Soit en général y — f(x) une fonction décroissante lorsque x 
augmente, et æ = g(7) la fonction inverse de f(x), on a 


(a he É 
> ELÿ(æ)]= pg — 60 + Elg(y)}, 


E-1 q+i1 
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si l’on pose 
E[S(E)] =, 
ETf(P)] = g 


Cela étant, nous ferons Ë — 0, p — d;, ce qui donne 


"= EL/CN=E (2), 
= El f(d:)] = 0; 
on trouve d’ailleurs 
g(y)=-y—-i+Vy-y+m+; 


il vient donc en remplaçant x par d 
d; ; ” 
DE (rar) DONS 
1 1 
puis, par un calcul facile, 
m — d'— 2id I 1, SES 
Dre RE }=— {int Gin] + ŸE (rm). 
1 


J'indiquerai maintenant quelques conséquences auxquelles con- 
duit la forme analytique de ces valeurs de S qui permet d'y rem- 
placer par une variable continue le nombre entier ». Considérons 


d'abord la formule 
dd! 
dE DE rar je 


on voit qu’en faisant croître cette variable, aucun changement ne 


se produira dans les termes qui la composent, à moins que l’une 

m — dd’ 
dE EN 
constance venant à se produire par suite d’une variation qu’on peut 
supposer infiniment petite de m, le terme pour lequel elle s'offre 


des quantités ne devienne un entier. Mais cette cir- 


change alors brusquement de valeur en croissant d’une unité. Par 
conséquent, si nous passons de l’entier 22 — 1 à m, l'accroissement 
total, c’est-à-dire la quantité F(4m — 1), est deux fois le nombre 
des solutions de l'équation | 


m — dd! sq 
d' MeT 0 0 


AT 
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ou bien, sous une. autre forme, 
D=4(c+d)(c+d')—(2c—1} 
en posant D — 4m — 1. On doit, dans cette relation, prendre 
C=1I, 2, ..., M, 
avec les conditions d = d'(mod2}), d'> d; enfin, pour d'=— d, 


les solutions seront comptées une seule fois au lieu de deux, leur 
nombre étant, dans ce cas, la moitié du nombre des diviseurs 
de D. 

Passons ensuite à la formule de M. Lipschitz, en l’écrivant 
ainsi : 





EDS Le ( = ) +E(-y ivre) |, 





2L+HI 
nm 
Meta, 0 E = ’ 
2H I 
PO 24, 7; 


etavec la condition de réduire à moitié les termes dans lesquels on 


suppose £ — 0. Si nous raisonnons comme tout à l’heure, on voit 
nt 


que le terme E ) donne dans l’expression de F(4m —1) 


+1 
une première partie qui est le nombre des diviseurs impairs de m. 
Le second terme conduit à considérer les entiers y — c pour les- 
quels y?— y + m + &? est un carré parfait, et à poser 


c—c+m+i= d? 
ou bien 
D= 4(d+i)(d—i)—(2e —1ÿ. 


C’est avec des limitations différentes pour les inconnues, une 


La 


équation de même forme que la précédente, mais il faut observer 
maintenant qu'on doit exclure, s’il s’en trouve, les solutions qui 
annulent la quantité sous le signe E, qu’on obtient en posant 


MAR Vr— y + m+ ei. 
« , mnt ” 2 
De là résulte y D nr el par conséquent autant de ces solutions 


que de diviseurs impairs de m; mais on vient de voir que le terme 


m : A se, , 
E 5) nous à donné la même quantité, nous obtenons en dé- 


"Me 
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finitive pour la valeur de F(4 m— 1) deux fois le nombre total des 
solutions de lPéquation | 


D = 4(d+i)(d--1)—(2c—1)?, 


sous les conditions 


el en comptant une seule fois seulement celles qui correspondent 


à 1 — 0. 
Ces résultats conduisent à penser qu’on peut représenter par 
les formes 
(2c+2d,2c—5s,2c+2d') 
ou bien 


(2d— 921, 2c—s,24d+ot) 


la totalité des classes improprement primitives de déterminant — D, 
mais je laisserai de côté l’étude de cette question, et J'arrive 1mmé- 
diatement aux remarques que j'ai annoncées sur la décomposition 
des nombres en 3 et à carrés. 


Il. Deux genres sont à distinguer parmi les fonctions double- 
ment périodiques de troisième espèce dont l’expression est en 
général un quotient de produits et de puissances des fonctions 6, 
suivant que le nombre des facteurs de cette nature est plus élevé 


au numéraleur ou au dénominateur. Au premier genre appar- 
SAR EULE H?(x) 
Cri e (ra 
sitions sur la décomposition des nombres en 3 carrés, tandis que 





hennent les quantités à qui conduisent à des propo- 


la décomposition en à carrés dépend des fonctions 


(x) H;,(x) 
H?(x)082(x) 6?(x)02(x) 


qui appartiennent au second. Leurs développements en séries 
irigonométriques dans les deux cas ont été le sujet d’une excellente 
thèse de M. Biehler qui a donné en particulier les formules pour 


les expressions 
81(x) À H;(x) . 
H?(x)8?(x) 1(æ) 82(x) 


et a ajouté un grand nombre d’exemples remarquables à ceux que 


<. 
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j'avais précédemment obtenus (!). M. Appell, se plaçant ensuite à 
un point de vue plus général, a fait l’étude analytique complète 
des fonctions uniformes F(x), qui satisfont aux conditions 


F(z+4K) =F(x) 
miTx 


F(æ+oiK')=e “ F(x), 


m étant un entier positif ou négatif (?). Ces belles recherches ont 
de nombreuses applications à l’Arithmétique comme j’essayerai de 
le montrer en considérant en premier lieu les développements des 
quantités | 

ef(æ) H? (x) 


84)" ete 








Soit, pour abréger, 


1 


, Had 11 IS: 
2 (2) TT à cos2.z — 4 g+ (q t— q à) cos 











T 
Pot 29, 22.5 
+ 4q%(g *—qg \+q * )Jcos6x—..., 
2Kx I LISE AE RS sta 
U = — — gt g *sm3x+41g" de * ) sin5x 
T sinæ s A à 1 7 7 
49 4: 9 25 


4 gt \g mg +4 © Minor à 


ona les relations suivantes (3) : 
8(0)8,(0)8f(x) 


(x) 


8(0)H1(0)HY(x) 
8(x) 


= Hi(0) Z(x) + U(K)8(x), 
— 61(0)Z(o) — Z(K)68(0). 


Elles donnent, en supposant x — 0, 


@i(0)= Hi(0)Z(0o)+ U(K)@(0), 
Hi(0o) = @:1(0)Z(x) — Z(K)6(x), 


(1) Cu. BIENLER, Thèse d'Analyse, sur les développements en series des 
fonctions doublement périodiques de troisième espèce. Paris, Gauthier- 
Villars, 1879. 

(2) Je renvoie aux Mémoires du savant géomètre qui ont paru dans les Annales 
de l’École Normale supérieure : Sur les fonctions doublement périodiques de 
troisième espèce, 3° série, t. I, p. 135; Développements en séries des fonction 
doublement périodiques de troisième espèce, t. IT, p: 9. | 

(3) Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux formes quadratiques 
(Comptes rendus, juillet, 1862) et Œuvres d’Hermite, t. II, p, 241. 
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ce qui nous conduit à développer suivant les puissances de à les 
P P fl 


trois quantités 
7 Loc+ a+ 1) cat 
Co) =43 (1) g C=I,2 
(TS A 


1 1 
s(a+1) c2— UE } ERA 
Z(K) = 4 > (—1) JR 


U(K ET L(a2— a?) EE LS 5, 5; s…. 
()= re 1) q° 1 
( ) +42 ) "4 a = 1, 8,5, 21PaReRE 


Soit, à cet effet, dans les deux premières 


ES 
> 
[æ) 
| 
SERRES 


et 


Ac?’— a =n, 2Cc—a—= 4, 2Cc+a—= dd’, 


d et d' seront deux diviseurs conjugués de l’entier 7 qui est 
—= 3 (mod 4), et l’on aura la condition d < d’. Observant encore 


] [ V4 (4 L ? 
que = (20 +a+i) = =(d + 1), on voit qu'en posant 


Î 
Z(0) = À F(n)q® AUTRE AT, CR 


on obtient 
à (d'+1) 
FOUDRE 


où d' désigne tous les diviseurs du nombre n = 35 (mod 4) supé- 
rieurs à 7. 

De ce premier développement se conclut aisément celui de Z(K) 
par le changement de 4 en — 4, et nous avons ainsi 


e Ë TUe+1) ln 
L(K=Ÿ Ci) fin) 
En considérant ensuite la quantité U(K), nous ferons 


a?— a?=8n, 
n étant entier, puis 


d'— a = 24, a'+a—=2d, 
ce qui donne d << d'et dd'—2n, ces deux nombres d et d! étant 


lun pair et l’autre impair, dans la relation d + d'= a!. Cela 
étant, soit 


U(K)=Ÿ fin) (AR :E0,7, 2 RE 
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On aura f, (0) —1, puis, pour toute valeur de n, 


1 


fan) =4Y (—1Ÿ 


(d'=—d—31) 


On est ainsi amené à définir une nouvelle fonction numérique 
F(n), en posant 
: ALI ECNATCS 


sous la condition nr = 3 (mod 4), puis pour les nombres pairs 


F(2n) = f1(2nR), 


… 


en excluant comme on voit les entiers = 1 (mod 4), qui ne figu- 
. . . +) 

reront point dans ce qui va suivre. C’est au moyen de cette 

fonction que nous obtenons facilement le coefficient d’une puis- 

sance quelconque g*, du cube de 6,(0), en développant le second 

membre de l'équation 


8$(0) = H;(0)Z(0o)+ U(K)@(0). 


Distinguons à cet effet deux cas, et en premier lieu supposons N 
pair; le nombre des décompositions en 3 carrés de N est alors 


| 2 FAN —a)+2 SX F(N—6:). 


On doit supposer dans cette expression 


UE Vos PRE 


EN e NL EURE 


en convenant de réduire à moitié le terme correspondant à b — 0, 
qui devient ainsi F(N). 

En second lieu et dans le cas de N impair, on parvient à la for- 
mule toute semblable 


D F({N— a?) — 2 D F(N— a?) 


RS RS Pr 


en prenant 


Considérons ensuite l'équation 
H3(0)—8:(0)Z(o) —Z(K)8(0); 


Te 
3 1N 
le coefficient de la puissance g* 


, Si l’on suppose N= 3 (mod 8), 
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représentera le nombre des décompositions de N en 3 carrés qui, 
dans ce cas, seront impairs, et il est donné par la somme 


{D FCN— 8*), 


be pa RL ES 


où nous ferons encore 


en réduisant à moitié le premier Lerme correspondant à b = 0. 
Soit, pour simplifier l'écriture, 


P(N)= 2 FN); 


de ce dernier résultat on conclut, pour le nombre des classes de 
déterminant — N, dont un des coefficients extrêmes est impair, 
l'expression fort simple 


P(N)+2P(N— 22) +oP(N—42) +... 


que je vérifierai en posant par exemple N — 83. On trouve alors 
la valeur 


P(83) + 2 P(79) + 2H(67)+2P(47) +2 D) I TOM OEM 0 


et le calcul des formes réduites donne en effet les neuf classes : 


(1:50, 89 HN ANEL, 289, AE, (7 RM (JE BAT): 


HT. Les cinquièmes puissances de 6,(0) et H,(0) s’obtiennent 
sous une forme analogue à celle que nous venons de considérer 
pour les cubes au moyen des développements en séries trigonomé- 
triques des fonctions suivantes : 


Fe H2 (0) 82(0) 82 (0) 8i(æ) 
M TENTE S 
tr) H0)8F(0)HE(o)Hi(æ), 


8f(æ)82(x) 
Voici d’abord, en posant pour abréger 


ir K' Tu 
oK ” DK 





les expressions auxquelles M..Biehler est parvenu le premier et 
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qui sont,un cas particulier des formules de M. Appell("). 


9 


()- 


1b 
(x) = (0) (—1) g' [Détang(t — bw)—31btang(ë— bw)] 


3 a 
+ Ho) gi [Des cot((Ë — aw)—3iacot(é — aw)], 


2 


3 
1) 74 
% 


1 
Mr) (0) (—1 .g" [iDrséc(é— aw) + 3aséc(t— aw)] 
+" 
« &81(0) À g* Li De coséc(£ — aw) + 3a coséc(t — aw)]. 


Il faut prendre dans ces séries 


CES ET 0 


ei 7 FE F2. à pete 2 Tr 


(EE OA à Pen 000 Pie 12 PR 


avec la convention de réduire à moitié le terme correspondant 
à b— 0, M. Biehler obtient ensuite 


Hz) = 8(0)[séc?x + 8(—iy+e+1(3c + c')qg8*+2c cos2c'x] 


1 
— (3 a°+4ac) 


L 


+ Hi(0)Ÿ 4(8a + 20)q* COS2CX, 


4 l(3a2+9 aa F 
Mix) = (0) D 4(3a + a')g* cosa'æ 


: (3a?+2 aa) ; 
F- COS a æ, 


1 = 
, 5 (4+ 4a'+2) : ? 
+8(0)Ÿ (— 1) 4(3a + a')q 


mais maintenant on doit supposer 


(DES de D SVP 
LE LEE A Ve scies 
Cut, 2,3, 9 
CR OT. 


en réduisant à moitié les termes qui correspondent à c'— 0. Ces 
formules donnent, en faisant + — 0, 


8;(0) — 8(0) [1 +Ùs— 1j +e+1(3c + c')g3e+2cc"] 


(3a?+ 4ac) 


rire 


+Hi(0) D 4(3a +2c)gq 





(:) Sur les fonctions doublement périodiques de troisième espèce (Annales 
de l’École Normale, 3° série, t. I, p. 135) et Développements en séries des fonc- 
tions doublement périodiques de troisième espèce (Ibid., t. II, p. 9). 
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L( a?+%kaa') 


H5(0) — 8; ARE )q° 


- (a + a +2) ? (3a42+2 aa'\ 
+8) 401) d' | 


ce sont les expressions dont je vais chercher les conséquences 
arithmétiques. On y remarque trois séries différentes conduisant à 
une même fonction numérique que je définirai par l’une d'elles en 
posant 


I +Ù 8(— 1) +H1(3c + c')g3e+2cc = F(n)g". 


Soit à cet effet 
3c?+92cc=n; 


1e représente par d et d'les entiers c et 3c + 2c/, qui seront deux 
diviseurs conjugués de nr, de même parité et assujettis à à la con- 
dition d'? 3d. Nous aurons de cette manière 


à 
3c+c'= -(3d+ d'), 
2 
cela étant, je suppose en premier lieu que » soit impair. Dans 
cette hypothèse c étant aussi impair, on peut écrire 


D (n+1) 


(DIT EPRS RE TIES =(1} 4 


nous obtenons donc la fonction définie par l'égalité 


1 
s (2 +1) 
Fine '4(3d+ d') 


et J'observe que, pour le cas particulier où les diviseurs conjugués 
de nr remplissent la condition d'= 3 d, la somme 53 d + d'= 2 d’ 
doit être réduite à moitié et remplacée par d’. 

Au moyen de la fonction F(n), et en désignant pour plus de 
clarté par 7 les entiers = 3 et s les entiers = 1 (mod4), nous 
pouvons écrire 


J a+ ka lr 
Diag" 2 1 Sr’, 
Liga? 2aa') 

di (3a + a!) q* Ë Ur SE : 


| L(a+a 
DAT: 
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puis, comme on le voit facilement, 


! 


1 1 1 
+ 2) -(3a*—2aa') I = (S — 5) —S 
(3a+ a')g" TE (1)? F(s)g" . 


Qu'on fasse, en effet, dans la première de ces relations par exemple, 
3a?+4ac=r, puis ddr Sida Ac = d, 


il est clair qu'on a 7 = 3(mod4), et que d et d' sont tous les 
diviseurs conjugués de 7 satisfaisant à la condition d'23 d. 
Supposons en second lieu que A soit pair, l'équation 


3c2+9cc=n 


montre que, dans ce cas, c et par conséquent les diviseurs d et d' 
sont eux-mêmes pairs. Il faut donc que n soit divisible par 4, et 
alors nous avons 


C4 


1 
- (d'—d+2) 
F(R)=Ÿ Ci) (5d+d'), 


la définition de la fonction nous faisant complètement défaut pour 
les entiers impairement pairs. 

Au moyen de ces résultats,  l’expression de 8(0) peut s'écrire 
ainsi 


r 


Fil 


8ÿ(o)= 80) À F(x)g"+ 2 Hi(0)Ÿ F(r)g 


et le coefficient de el dans le second membre est donné par l’ex- 
pression 


DLFUN— a) —2F(N— a)+2F(N—82) 


en prenant 
& = 1, 3, 5; on 


: (2 
ET ME PS UE 


et remplaçant, lorsque db = 0, le terme 2F(N) par F(N). Tel est 
donc le nombre des décompositions de N en 5 carrés quelconques; 
l'équation 


1 


$ 


Ù 1 1 
I pu I + SES) TS 
Hi(o)=— Lei(o) D F(s)g5 — Le(o) D (—1f  F(s) gi 


va ensuite nous donner le nombre des décompositions en à carrés 
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impairs. Îl convient alors d'introduire, au lieu de F(s), la fonction 
égale et de signe contraire 
à * j à 
Fi(s)= dd 5(34+ d' | 2 
1 ( ) Dr {( ) 
avec les mêmes conditions dd'=— 5, d'> 3 d, et en observant qu'on 


ne rencontrera point le cas particulier de d'= 3 d. De cette manière 
on obtient l’expression fort simple 


FiCN) + 2 Fa(N — 02) + 2 FI(N — 42) Hi 


dans laquelle N doit être SUPPOSÉ = à 3 (mod cr Prenons comme 
exemple N — 21, la formule nous donnera 


Fi(2r) +2F:(17) + 2F1(5) = 4(24 + 40 +16) = 320, 


2 
ce qui est effectivement le coefficient à. q° , dans la cinquième 


puissance de Ja série 2Vq + 2 W/q° = RP 

J'espère, dans ce qui précède, avoir montré comment la consi- 
dératon des fonctions doublement périodiques de troisième espèce 
étend le champ des applications arithmétiques qui a été ouvert par 
Jacob1 dans le paragraphe 40 des Fundamenta. Aux nombreuses 
formules que contient la Thèse de M. Biehler, et en restant dans 
le cadre embrassé par l’auteur, il convient encore d’ajouter les 
suivantes, à cause de leur élégance et de leur simplicité. Je dois 
à M. Appell la communication des six premières, dont voici le 


Tableau : 
LL lys 
@(0)8,(0)H?(0) 2(—1) q° 
#9 ft sin (x — biK') 
K 
E(o)@1(0) H?(0) + SU+1) La 
D 12) EU 2 q cot = (æ — aikK'), 
4 De lys LA La . 
8(0)0?(0)H;(0o) Ne ee ur ë(—1Ÿ nq 
H(x) 61(« té: À 
Ferre) sin (æ — 0éK') cos (x — aiK!') 
2 K 
| b los Le 1 
8(0)8{(0)Hi(o) De en ue IN TEE : 
(x) O(æ) vi 


Ds EC! OS 
t K’) sin 2 (& at K') 
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el 
Lys LR 
82(0)81(0)Hi(0) q° q? 
H(æ)@8(x) => ip ANNE NT RUE 
sin (x — OiK") sin (æ— aiK ) 
: lys LA 
@?(0)681(0)Hi(0) _ g” q” 
H;(æ)@:(x) => T RG Tale NP 
cos 7 (æ — 6iK) cos (7 — aiK) 


J'ai obtenu de mon côté: 


02(0) 6: Fe fo | 
(0) (o)H?(0) PX, (Ds vie) co (x —aik) 


®°(x) T 2 
8?(0)8?(0)H? 8*(o)8f(o)H{(0o) K Re M 
RS Su (ië-2n.) cot (2 biK). 


Du ces diverses expressions, on suppose que l’entier a prend 
toutes les valeurs impaires et b toutes les valeurs paires de — + 
à + æ. Une lettre de M. Lipschitz que lillustre géomètre a bien 
voulu m'autoriser à publier montre sous un point de vue nouveau 
et entièrement différent de celui auquel je me suis placé, l'intérêt 
pour l’Arithmétique des formules auxquelles conduisent les fonc- 
tions de troisième espèce. . 


ROSENHAIN. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
L'CINVS Ho8r D UD 


M. Hermite annonce à l’Académie la perte que les Sciences 
mathématiques ont faite de M. Georges Rosenhain, décédé le 14 
de ce mois, à Berlin. Au nom du savant géomètre s’attache une 
découverte capitale, obtenue en même temps par Güpel, qui en 
partage la gloire. C’est celle des fonctions quadruplement pério- 
diques de deux variables qui donnent l’inversion des intégrales 
hyperelliptiques du premier ordre. Elle a été exposée dans un 
Mémoire auquel l’Académie a décerné, en 1850, le grand prix des 
Sciences mathématiques, et qui fera à jamais l’admiration des 
analystes. 








EXTRAITS 


DE 


DEUX LETTRES ADRESSÉES A M. CRAIG. 


American Journal of Mathematics, t. IX, 1887, p. 381-388. 


SUR. LA FORMULE DE FOURIER. 
Je suppose qu'on ait entre les limites x — 0, x — 27: 


dit) — Y AR emix, 


l'indice m parcourant la série des nombres entiers, 0, 1,2, ..…. 
Décomposons maintenant cette série en deux autres, et soit: 


I , 
PEL) = SAotTEAm emntæ CAE 109 
puis 


I | 
W(x)=-Ao+EA_, ete (re A AS LES PETER À 


de sorte qu'on aura 


J(æ) = P(x) + W(x). 


Je vais établir que dans le demi-plan situé au-dessus de l’axe 
des abscisses, c’est-à-dire pour toutes les valeurs imaginaires, 
3 = x +iy où y est une quantité positive différente de zéro, on a 
cette expression | 








2T à 
P(3) = | dj f(&) cot 4x 
0 


AIT 2 


et semblablement, si l’on suppose y négatif, 


= dx 








(3) =— — 
(3) ait), 
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ce sera donc l'extension de chacune des fonctions, dans les régions 
considérées, qu'on obtient au moyen de f(x), et en employant 
les seules valeurs réelles de la variable qui sont comprises entre 
T—=O0elT—=2Tr. 


Pour cela, je fais usage des relations suivantes : 





2 
T— 3 
fl emix  cot dx = kimets, 
2 


v 0 


27 ne 
le cot dr ="9u%, 
3 


2H 
- T — 
[ eT/nix cot 
2 


LAN !] 








dE); 


qui ont lieu pour m positif, la variable z représentant un point dont 
l’ordonnée est positive. Elles font voir qué, dans l’intégrale 





2T Mae: 
CT. 
f f(æ)cot——d?, 
les termes affectés des coefficients À, où l’indice est négatif, dispa- 
raissent, et nous en concluons immédiatement l'expression 
annoncée | 


2H 


= dx. 





6 I 
P(3) — 
(3) ee 





On a ensuite, dans la région inférieure du plan, m étant toujours 
un entier positif, 











2T 
LÀ T — 2 
erntix, ot AT 0 
La 0 
27 
T— 3 É 
cot dŒ ——2iT, 
0 2 + 
27 
mix Se Mas 7 —Inmiz 
C7 SICILE dx = —4ire-mls, 
0 a 


et ces relations nous donnent 


HE 





(2 TA fr) co? 


À la formule de Fourier 


CE) = ÿA, ernix 


E ue, : LR: "+ 


L 
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D 
Es 
©Q9 


je joins ainsi la fonction uniforme dans tout le plan 


2 
dx 





qui a l’axe des abscisses pour coupure, de sorte qu’en désignant 
par N et N’ deux points infiniment voisins, l’un au-dessus, l’autre 
au-dessous de l’axe, on a la relation 


PN)— PEN’) = f(æ). 


Je remarqueral encore que la considération de cette cou pure donne 
immédiatement les intégrales définies qui viennent d’être em- 
ployées. Qu'on pose, en effet, 


27H 


DZ 
J — f ernix cot dx, 





d’où 
AT 


J e—miz = emnix--2) cot EE dx : 
0 *, 





on trouve d’abord 
D,(J es) — 0. 


Soit done Je": C; l'expression de cette constante par l’in- 
tégrale montre qu'elle s’évanouit pour 3 infiniment grand et au- 
dessous de l’axe des abscisses; on a par conséquent C — o dans le 
demi-plan au-dessous de cet axe. Franchissons la coupure, l’inté- 
grale en passant du point N' au point N l’augmente de 4£7x et, dans 
le demi-plan au-dessus de la coupure, on obtient 


J e-mniz — Ai, 
d’où 


Mais j'ai supposé l’entier »# posiuf et différent de zéro; on trouve, 


. MTS . . : ‘ 
quand il est nul, cot = -- 1%, Ou +27, pour une valeur infinie 


‘ 
FA 





de 3, au-dessous, puis au-dessus de l’axe des abscisses, et l’on en 
conclut alors, J =— 217, J — + 2 ir pour chacun des demi-plans. 
Le cas de m négauf se traiterait de même. 
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ADDITIONS. 


En donnant communication à M. Lipschitz des résultats qui 
précèdent, j'ai été informé qu'ils se trouvaient établis par une autre 
voie, dans son Ouvrage Lehrbuch der Analysis, t. H, p. 524. 
La Note suivante expose la méthode suivie par l'illustre géomètre. 

Soit f(x + {y} une fonction uniforme et continue pour toutes 
les valeurs + + £y, où x?+y?£1, et qui prend pour x +iy — 0 
une valeur réelle; en outre, si nous désignons par g(x +iy) la 
fonction qui est conjuguée à f(x + ty), alors pour chaque valeur 
æ+ 1y à l’intérieur du cercle x? + y? <1, on a l’expression 


ï TC rs SA 1e 1 l 
fe + br) = 7e Wen + gte (ee va 


En remplacant la variable complexe x + 1y par la fonction expo- 
nentielle e{®, la variable nouvelle w doit avoir une partie imaginaire 
positive, et l'équation proposée prend la forme suivante : 


RC PERS A / I ; 
LÉ (y GMT ARE TEEN ( RAT :) da. 
— T \ . 
La démonstration est ramenée au théorème de Cauchy à l’aide de 
la remarque que le second facteur, qui se trouve sous le signe 
intégral, peut être écrit, soit 


; 


etXx — elw ) eix 


l | d(eix) Ù + | 
ou 


| d(e ia) RE |. 


1 | etQ 610) e—ix 


Cela étant, l'intégrale proposée se trouve égale à la somme des 


deux intégrales 
T : A 
I fleia) d(eix) 1 d(eix) 
CTI AN ex — eiw 2 FACE 


Tr 


I PMP VES d(e—ix 1 d(e-ix 
: LEA) | —___—_——— — ) Lu ALES c ) . 
2TLI FA ù eTtX — e!tw > er ix 





el 





| DEUX LETTRES ADRESSÉES À M. CRAIG. 245 
En appliquant le théorème de Cauchy, on voit facilement que la 
première intégrale prend la valeur f(et®) — = f(o), la seconde 
intégrale la valeur =g(o). À cause de la supposition que f(o) 
doit être une quantité réelle, la différence — = f(0) sx à = g(o) 
s'évanouit. Partant, la somme des deux intégrales est égale à la 


valeur f(e”), ce qu’il fallait prouver. Si l’on fait usage de l’équa- 
Uon 





I Ï I tie a) 
1 — ent 2 7 \ » k 


\ &. / 


le résultat en question passe dans la forme suivante : 





J(ere) = 





: [ Lfteis) + g(e-#)}eot (2) di. 


I 
7 
AT 
Ne tr 


SUR UNE FORMULE DE GAUSS, 


Dans le Mémoire intitulé De nexu inter multitudinem clas- 
stum, elc. (Œuvres de Gauss, Lt. NH, p. 269), on trouve lPex- 
pression suivante du nombre des valeurs entières de x et y qui 
satisfont à la condition x? + 3? A: î 

Soient 7 l’entier contenu dans VA et g.l’entier contenu dans 


fl 1 is : ; 
/zA; désignons aussi par 7(4Tt), (92), ,.., les entiers les plus 


voisins de WA = (q +1}, VA —(q +2}, ..., jusqu’à WA —r?; 
le nombre cherché est 


2 oi ON mi LE Ci EL ee PATES 27 RCE À 


Pour démontrer cette formule, je remarquerai d'abord qu’on 
obtient facilement le nombre des points dont les coordonnées sont 
des nombres entiers et qui sont à l’intérieur d’un rectangle ayant 
ses côtés parallèles aux axes et son centre à l’origine. Nommons la 
base etla hauteur 24 et 2b, soient ensuite p et g les entiers contenus 
dans «& et b, le produit (2p +1)(2g + 1) sera le nombre de points 
considérés qui sont à l’intérieur et sur le contour du rectangle. 

Cela posé, inscrivons un carré dans le cercle 3?+ y?= A, on 


aura 


OA=AB=—(/TA 
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: AU : LA 
et si l’on désigne par g l’entier contenu dans \/: À, le nombre des 


points qui sont dans le carré el sur son contour sera (2q +1)?. 
Il faut maintenant y joindre ceux qui se trouvent dans les quatre 
segments égaux à BMB'; et dont voici l’énumération : 

Sur AM, nous avons en premier lieu les points dont les abscisses 





sont g +1, g+2, ... 1, r désignant comme plus haut l’entier 


contenu dans WA ; leur nombre est, par conséquent, 7 — gq.. 
A ces diverses abscisses correspondent les ordonnées 


VA — (g +1), VAR (ga) NES 


et, en employant la notation de Gauss, nous avons sur la première 
un nombre de points égal à 7191), sur la seconde à r(2+2), etc. ; 
donc, dans le segment BMB, un nombre égal à 


r—q +2[rt9t0 + rt + OT. 


Quadruplons cette valeur et ajoutons à celle que nous avons 
obtenue pour le carré inscrit, on trouve la quantité 


(29 +1) + 4(r— g)+8[rtgt0 + rar LE, rt], 
qui se réduit à l'expression de Gauss 
Ag?+i+Ar+S[rtatt rt +, Horn]. 


D'une manière toute semblable s'obtient le nombre des points 


DEUX LETTRES ADRESSÉES A M. CRAIG. 247 


contenus à l’intérieur et sur le contour de l’ellipse 
À y? + Bz?= N.,. 


Soit, à cet effet, en désignant par E(x) l’entier contenu dans x: 


he /N — An2 

Rues) 2/2), 
LS AN N 

a=e((/Ÿ), b E(/à): 

ne = E((/5n ): 


nous avons cette formule dont celle de Gauss est un cas parli- 


I 


I 


& 

Il 

[us] 
RE 


culier : 
4a$ +i+<o(a + b) + o2(rur + Vus +... + da) 
_ 2(98+1 HYBrst.i Yo): 


SUR L'EXPRESSION DU SINUS PAR UN PRODUIT DE FACTEURS PRIMAIRES. 


La formule suivante, qui a été donnée pour la première fois par 
M. Weierstrass, 


2° 
; ŒN = 
nr =en| (1 2er] Pb TES SV) 
nTr 


conduit facilement à une expression semblable pour cosxz, au 


moyen de l'équation 


sin2r 
COS Vi + 
2sinTr 


Soit, en effet, m—+<1, +3, + 5.,..., nous pouvons écrire 
; ; ; ; ; 


7 La x: 
. D UH — 
sinæ = æII je enr | II (re — enr |: 
2nTH \ mT 


tous les facteurs de sin x se trouveront ainsi mis en évidence dans 








sin 2%, on en conclut 
27 = 
cosæ = Il (1 #) cms | . 
mT 


Mais on pourrait désirer parvenir à cetle expression, en partant de 


la relation, cosæ — sin (£ +x) c'est ce que je vais faire au 
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moyen d’une remarque sur la formule générale 


reyauf(re 2) av) 


où les polynomes P,(x) sont de degrés quelconques. 
Changeons x en x + 6, et employons l'identité 


æ + EE æ 
cs (C SR 
dn dn An — E 


on aura d’abord 


Ë VA P,(x+Et 
rtf #)ts 0 


divisons ensuite, membre à membre, avec l'égalité 


REJET le — =) er | 


et nous obtiendrons la formule 


DRAM : 
ra mit — || LC: +) gris 8)-Pat | 
F(E) ŒnTTIE 


D'une manière semblable, et en partant de la relation 


à 
ED) | (a — æ) eP mi], 
4 ke &n 
on trouverait 


ke sx £) — (i + =) II LC: LATE ) gratte | 
F(E) g Ë An=—£ 


Mais ce résult liaué à sinx EE" T 
als Ce resu al apphque a SINX, EN SUPPposan TH onne ex- 








pression suivante : 


LT) 2T mt 
COSY— en) re, 1 — enr! EE ms Vie et 
(22 —1)T | 


qui ne coïncide pas avec la formule obtenue tout à l'heure 


27 
2T —— 
COS Tan [ — CA LOELIEN PA 
” F, mT 


On remarque toutefois que, en posant mm — 2n —1, les facteurs 
TE 22 ; ? , 





exponentiels e"T et e”® tendent vers la même limite, lorsque le 
nombre entier n augmenté, mais la différence entre les deux 


F 
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résultats doit être expliquée; voici une considération qui lèvera 
toute difficulté : 

Reprenons l'équation dont se tire l'expression de sinus par un 


ni? 





produit de facteurs primaires 
1 I I 
te D | + | (te de lan one 
T L— NT nT 
et d’où l’on conclut en changeant x en x + E£ : 
| il | 
le 
NT. 


+>| 


Retranchons membre à membre avec l'égalité 
Ï 


I a. I 
COLE NT El 
a ad— nt nT 


T+i—nr 





I 
cot(r +E) — : 
MST 





|: 


où a désigne une constante arbitraire, on aura ainsi 


1 I 
= + mars CCE dcr e cree à Le 
a L[T+Ei—nT l 


I 
ad—nñnTr 


T +£ 





cot(æ+E)— cota 


el plus simplement 
I 
COL(x +E)— cota = ÿ ES gs 
É—nT 


Ù 
FES PORT. y 
ant. 


—— 


E Pr nues 


en supposant maintenant z — 0, E1 Dit, 

De là se tire, si nous intégrons depuis x — 0, 

sin(x + Ë & æ 

log G ; ) _reota =Ù LOS — ©) + —— 
sin ? nTr — nT 


N 


enT—a ; 
et | 


et par conséquent 
sin(x + Ë) 
sin € 
La quantité a dans celte formule est quelconque, on peut même 
zéro. Qu'on mette à part, en effet, le facteur 


— erTcota II L ( Fa 


« 


la prendre égale à 
correspondant à A—O qui est seul à considérer dans ce cas 


X 


(1+2) “; on observera que, pour a —o, la différence 


fl L ; } 
Cota — — s'évanouit, de sorte qu'on obtient alors 
+. 8 
ur, ) rs | 


+2)nl(- 


sin(æ + £) 
M 
sin £ 


250 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


5 ° vin = , Ne . pit » 
Ce résultat conduit, en supposant £— -, à l'expression considérée 
2 


LE Tr: 

2: 24 — | 

os € = (rit 2 Hire 
FDA (: =) if | \ 


® T in . . 
Je change ensuite £ en £ += et a en & +=; on trouve ainsi, en 


plus haut : 


posant m—2n—1, 


2x 
cos(x si %, — e—tlanga I] e"T—a 
cos Ë mT nr 


(m=—Et, 9; .)s 


d’où, pour Ë—0 et a—0, 


F DA 
PAS 4 — 
cos æ —=:II | (: — 2) ent 
mT L 
On voit donc que les deux expressions différentes que nous 


avions rencontrées s'accordent, puisqu'elles ne sont que des cas 
particuliers d’une formule plus générale. 





SUR UN MÉMOIRE DE LAGUERRE 


CONCERNANT 


LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 


Mémoires de l’Académie pontificale des Nuovt Lincei, 
L'[11, 1888, p. 155-161, et Œuvres de Laguerre, t. I. p.461. 


Les amis d'Edmond Laguerre qu’une mort prématurée a enlevé 
l’année dernière aux Sciences mathématiques ont décidé de publier 
une édition complète de ses œuvres, pour rendre à sa mémoire un 
hommage bien justement mérité par une vie d'honneur entière- 
ment vouée à l’étude et à l’accomplissement de ses devoirs. Cette 
édition paraîtra sous les auspices des membres de la Section de 
Géométrie de l’Académie des Sciences de Paris, qui ont ainsi voulu 
témoigner. leur profonde sympathie pour celui qui avait été leur 
confrère, et dont les découvertes ont honoré la science francaise. 
M. Eugène Rouché, lié d’une étroite amitié avec Laguerre et qui 
a publié sur ses travaux une Notice savante et approfondie (1), à 
pris la tâche de réunir, de classer ses Mémoires et d’en diriger 
l'impression. Je partage les soins de M. Rouché, et je viens ainsi 
d’avoir sous les yeux le beau Mémoire qui a paru dans les Vou- 
velles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XIX, 1850, sous 
le titre : Sur une méthode pour obtenir par approximation les 
racines d'une équation algébrique qui a toutes les racines 
réelles. Les résultats auxquels Laguerre est parvenu sur ce sujet 
important sont extrêmement dignes d’attention, en les étudiant 
avec l'intérêt qu'ils commandent, j'ai été amené à les établir par 


(:) Edmond Laguerre, sa vie el ses travaux, par M. Eugène Rouché, exami- 
nateur de sortie à l’École Polytechnique, professeur au Conservatoire des Arts et 
Métiers (Journal de l’École Polytechnique, 15° Cahier, 1886). 


209 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


une méthode différente de la sienne et plus directe, C’est l’objet 
des considérations qui vont suivre. 


1. Soit /(x)—= 0 une équation de degré x dont les racines à, 
b, ..., l'soient toutes réelles. J’envisage la somme symétrique 


MR OL Net (ES T)CE EN 
EN ETAPE TENT DE Ha bis +... Mr me 


y 


où £ et £! sont également des quantités réelles, et je remarque 
qu'on en obtient facilement l'expression, si Pon décompose chacun 
de ses termes en fractions simples, par rapport à la quantité &, en 


écrivant, par exemple, 


Ga) E—a) _E-a)Eae) Etre 











HI 
(æ — a)? (æ— a} A 
Il suffit, en effet, de recourir aux relations 
À: Re 1! F5 I pe ge I 
Tr MDI NT IMNINEE ED VIT ae 
A NE Ve 
A © HE —— © 
dé (æ — a)? (x — b}? (æ — l}? 


pour trouver la valeur suivante : 


SL Era) e) (Pr ff) +E+E ox) ff +, 
Fe 


Cela étant, j’observe qu’on ne peut avoir S = 0, qu autant que les 
numérateurs (£—a)(£— a), (£— b) (£!—b), etc. ne seront pas 
tous de même signe, Il est donc nécessaire, d’après les propriétés 
des trinomes du second degré, qu’une partie des racines, @, b, etc. 
se trouve dans l'intervalle compris entre € et €’, et les autres en 
dehors de cet intervalle. Par là est établie la proposition ainsi 
énoncée par Laguerre : | 


Sr l’on désigne par x une quantité réelle quelconque, les 
nombres E et £! qui satisfont à la relation 


Enr) 2) RM EOUNES Ter) ONE 


et dont l’un est arbitraire, séparent les racines de l'équation 


f(X)= 0 
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Je suppose maintenant qu'on fasse £— €! dans la somme S qui 
devient ainsi 








el Je considère l'équation suivante du second degré en X: 


CEA UN 
s—(i=<) RO" 


Il est clair que le premier membre est posiuf pour X = a, b, ...,l 
el prend une valeur négative très grande pour X voisin de x. Ad- 
mettant donc que æ tombe dans l'intervalle de deux racinëès consé- 
culives, que je désigne par a et b en supposant a  b, le premier 
membre de l’équation considérée ayant des valeurs de signes con- 
traires quand on fait successivement X — a, X —#xr, puis X — x, 
X = b, on voit que les racines X’, X” sont comprises, l’une entre 
a et +, l’autre entre x et b. 

Ce point établi Laguerre recherche, en disposant de la quantité & 
qui est arbitraire, lés valeurs de X’et X" qui se rapprocheront le 
plus de a et b; voici comment 1l procède : 


Il. Reprenons l'équation 


en employant l'expression de S lorsqu'on y suppose E— Ë!, à 
savoir 
A ED VE me À ap A À RER 0 
S — M nu En ru rec À 
elle peut s’écrire ainsi : 
RRQ 2 
Eat EPP nf (ÉS) = 0. 

Cela étant, Laguerre se borne à dire succinctement que les va- 
leurs extrêmes de X s’obuendront en exprimant que le trinome 
du second degré en £, qui forme le premier membre, a ses racines 
égales. On regrettera sans doute que l’éminent géomètre ne sesoit 
pas étendu davantage sur ce point essentiel el qu'on n’ait pas suf- 
fisamment la trace des idées qui l’ont conduit à la découverte d’un 
résultat important dont il a fait des applications nombreuses et 
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extrêmement remarquables. Mais l'équation en X à laquelle il par- 
vient peut être étudiée en elle-même, indépendamment du procédé 
qui y a conduit: c’est ce que je vais faire en me proposant ainsi 
d'établir directement sa propriété caractéristique. 

Soit pour un moment £ — x — €; le premier membre de l’équa- 
ion précédente devient 


Pipe saeen (EE +) 
c'est une expression du second degré en €, de la forme 
AlL9oBC+C—(mE+n), 
et la condition d'égalité des racines est 
B2— AC+ An —2Bmn+Cm?—= 0; 
de là résulte l’équation que nous ayons à considérer 
[(a—2)f2—(n —1)ff"](X — x)? 9 ff'(X — x) — nf? =: 


Cela étant, je dis que son premier membre prend une valeur posi- 
uve lorsqu'on y remplace X par une quelconque des racines de 
l'équation f (x) = 0. Soit a cette racine, Je divise par le facteur 


ss I , . " 
>0S1t1f ———, ce qui donne l’expression 
(n—02)f'? (n—1)f" EE n è 
ae NE (7 — a) TRIER 


cela étant, je mets en évidence les quantités 


1 I : l 
, ._.  s: 
Lei 











À — 
en‘employant les relations 


== À SRB RS UT, 


SSs SfS 


= 2(AB + AC +...). 


Désignons, dans ce but, par U, V, W la somme des nr — 1 quau- 
utés B, G, ..., L, la somme de leurs carrés et celle de leurs pro- 
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duits deux à deux. On aura ainsi 


0. SEA DE 


—2AU+2W, 


SS SJ 


Ko 
& = A?+ V+2AU+2W, 


et en substituant nous trouverons 


(n —2)(A?+ V +aAU+:2W) 
— 2(n —1)(AU + W})+2(A2+ AU)—nA2=(n—2)V—92W. 


C’est bien une quantité positive représentée, comme on le voit faci- 
lement, par la somme des carrés. des différences deux à deux des 
n — 1 quantités B, C, ..., L. Je remarque ensuite qu’en suppo- 
sant À — x on a un résultat négatif, nous avons donc cette con- 
clusion que, si l’on désigne par a et b deux racines consécutives, 
qui comprennent x dans leur intervalle, une racine X’ de l’équa- 
ion de Laguerre est entre a et >, et l’autre X” entre x et b. 
Or on trouve, en résolvant, la formule 





X—x AR ; 


et puisque, dans l'hypothèse admise, les deux solutions sont de 
signes contraires, la racine positive qui donne X”— x s’obtiendra 
en prenant le radical avec le signe de f. 

Le résultat que nous venons de démontrer a conduit Laguerre à 
de nombreuses conséquences parmi lesquelles je signalerai cette 











formule : 
16 D. x3 
cos = 1 — ) 
2 À 2 Tr 
T+(xr—1) 5 


qui représente avec une grande approximation, au moyen d’une 
à PA 017 4 . 
expression algébrique, la transcendante cos —; quand la variable 


est posilive et inférieure à l'unité. Voici maintenant une considé- 


ration nouvelle que suggère l’analyse précédente, 
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UT. Je reprends l’équation du second degré 


LCR —2)f2— (nn) ff TR — x) 2ff(X = x) =nfi=0 


et je la généralise de la manière suivante : 


(fr BOX = 2) a VS (LE DPI 


_en désignant par &, 6,7, 0 des constantes dont la dernière devra 
être positive, afin que le premier membre soit négatif pour X = x. 
Cela étant, je cherche sous quelles conditions il sera positif lors- 
qu'on remplace X par l’une quelconque des racines de l'équation 
f(æ) = 0, ou bien en faisant comme plus haut X — a. On est ainsi 
conduit si l’on conserve les notations précédemment employées, à 
la forme quadratique : 


a(A?+ V + aAU +2W) —28(AU + W)+2y(A2+ AU) — àA? 
— (a+ 2y—0)A?+ 2(a — B+y)AU +aV+o(a—B)W, 


représentant le résultat de la substitution, qui devra être définie et 
positive. Un cas facile s’offre si l’on a a —'$ ME) il suffira 
alors de poser à + 27 — à >> 0, et d'exprimer que la forme àin 31 
indéterminée 4 V + 2 (4 — 8) W est elle-même définie et positive. 
Les conditions à remplir sont alors que & et la suite des détermi- 
nants | 





d x—$ a—$ 
_ a —$ 
| ax — | x a — 5 |, 
x — Ê 2 
x — a — d 


soient tous positifs. Au moyen des transformations élémentaires 
on trouve facilement les expressions explicites de ces déterminants 
-et l’on obtient les inégalités 


a >0, B(22—8)>o, B2(3x—28)>0o, Nr 
Bei[(n—1)2—(n—2)8] > 0. 


On en conclut que z et 6 doivent être positifs et assujettis à cette 
seule et unique Er. 


Sears me 


ÊC (= | tj. 


c'est-à-dire 





EU 
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» Nous voyons ainsi que, dans la méthode d’approximation de Ea- 


guerre, l'équation dont 1l fait usage, 
[Ga fE (n — 2)fPIR — 2 2 ff (X 2) nf 0, 
peut être remplacée par cette autre 
CRT) (X — x} + 2x —B)fF(X — x) — Èf?— 0, 


4, 8 et à étant des quantités positives, telles qu’on ait 





n—1 È 
B< ( }= 0<a+2y 
ou encore 
0208 —a, 


puisqu'on à supposé 4 — f + = 0. 

* Voici maintenant quelques remarques au sujet de cette équa- 
tion. 
Je ferai d’abord, afin de la réduire à sa forme la plus simple, la 
supposition de y = 0, qui donne à — 6; on aura aussi la condition 
Ô a: cela étant, nous trouvons la formule suivante : 


IS "à 





C'est précisément, pouir le cas limité de à — %, lerésultat remar- 
qué par Laguerre au début de son Mémoire et qui a été le point de 
départ de tout son travail. 

Proposons-nous ensuite celte question, qui se présente d’elle- 
même, de disposer de & et 6, en supposant comme on le peut 
0 —1, de manière que les quantités X’et X” approchent autant que 
possible des deux racines consécutives « et b de l'équation propo- 
sée f(æ) = 0. On y parviendra évidemment en rendant maximum 
la différence | 


NZ re D val JL 5) J SR 2 & GB f1 : 
LP 


lorsque a. el 6 prennent toutes les valeurs positives sous les condi- 


tions 





FERA 


l—1 
B<(: }s 108 — 0. 


Il convient, pour traiter la question, de représenter géométri- 


H, — IV, 17 


< 
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quement ces conditions en considérant & et 6 comme l’abscisse et 
l’ordonnée x et y d’un point rapporté à des coordonnées rectangu- 
laires. Cela étant, je construis les droites 





1 RS D 
PER }æ, [Es 2 NE 


Lee) 


qui se coupent en un point ayant pour coordonnées 


À one” À 4 | 


, V = 


7 [12 


F4 HA 








ke , 


Soient À ce point, AM et AN les portions indéfinies des deux 
lignes, dirigées dans le sens des abscisses positives ; on voit facile- 
ment qu'on doit considérer tous les points renfermés dans l’angle 
MAN, dont les coordonnées sont positives et vérifient les égalités 
proposées. 

Soit maintenant 


Xf?— y ff" 





FILS 


mr élant une constante que nous ferons varier afin d’en obtenir le 
maximum. Pour chaque valeur de m, on obtient une hyperbole 
dont l'équation peut s’écrire de la manière suivante, si l’on pose 
AE 

F: 





d — 
may) —(x—y}—2+ay=o! 

Je remarquerai maintenant que nos deux droites sont des sé- 

cantes réelles, la première comme passant par l’origine qui est un 

point de la courbe; la seconde, parce que l'équation qui déter- 


mine les ordonnées des points de rencontre, où je fais, pour abré- 
ser, b = a — 2 : 


(mb1—1)y?+(2mb+a)y + m'= 0, 
a pour discriminant la quantité positive 
a(a —1)}m?+ a. 


Ceci posé, considérons la suite des hyperboles qu'on obtient en 
faisant varier m. Le maximum de cette constante correspondra à 
une valeur telle qu’un changement infiniment petit donne une 
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courbe extérieure à l’angle MAN, et cette circonstance ne peut se 
produire qu’à l’égard d’une hyperbole tangente à l'un des côtés de 





. AE | 
l’angle ou passant par son sommet. Or la droite y — ( ) Lane 
102. 


peut avoir pour point de contact que l’origine des coordonnées, et 
ce point ne se trouve pas sur AM. Quant à l’autre côté, l'équation 
en y que nous venons de former montre qu’il ne peut devenir tan- 
gent à l’hyperbole, puisqu'il est impossible que le discriminant de 
équation s’annule. La valeur de m s’obtiendra donc en admettant 
que la courbe passe par le point A, et les valeurs cherchées de % 
et $ seront les coordonnées de ce point, à savoir 


lee) A ee 


CR : pres 


ñm mn 








Nous sommes ainsi conduit à l'équation 
[(a—0%)f2—(n—1)fff](x — X)+o2ff(x — X)—nf= 0 


par des considérations entièrement différentes de celle de Laguerre, 
ce qui donne une confirmation complète du beau résultat décou- 
vert par l’éminent géomètre. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE À M. LERCH. 


DÉMONSTRATION NOUVELLE 
FORMULE RELATIVE AUX INTÉGRALES EULÉRIENNES 


DE SECONDE ESPÈCE. 


Sisungsberichte der Bünuschen Gesellschaft der Wissenschaften, 
7° série, t. 11, 1888, p. 365-566. 


L'importance que J'attache à l'intégrale de Raabe, j'essaierai 
de la jusufier par la remarque suivante : l'expression bien 


connue de Cauchy, 


0 r- é 
: 7 fFeat— et dt 
losar / EE — (a et] cr 


et —1 
—r— © 


étant intégrée entre les limites & et a +1, on a immédiatement, au 
moyen des formules 


a +1 eat FCI IO a+ l 
1è Ada ; f (a—1)da=a— -; 
et — Ü « 9) 


I 


C7 Cu 








celte expression de l'intégrale de Raabe, que je désigne par J, 
fo Feat et !) dt 

— Me — [d'= =) et} = 
Me Ra Ra Een 1F l 


En retranchant de log ne on en conclut 


eat eat I dt 
DA) TS ER m7 HUE CRE 
et—1: t 2 l 


J'ajoute membre à membre avec l'équation suivante : 


"ett—e et 
log (6 dt 
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et j'obtiens D atement 


eat eat ett\ dt 
ogT(a)—1+ - log a = — — + — | —; 
et— 1 
d’ Ü : 7e 
ou, par conséquent, 


g )at 
ge) = 1 Loge + [| ( +) a 


Dre l 2 l 











C'est la valeur approchée de log l'(a) pour «a très grand qui est 
trouvée ra pidement, comme vous le voyez. 


REMARQUES 


SUR LA 


DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES 


DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 


Ann. de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1. IN, 1888, p. C,1-12. 


En désignant par F (+) une fonction uniforme aux pérrdes 2 K 
et 21K', et par à, b,...,l ses pôles situés à l’intérieur du rectangle 
des périodes, on a l’expression suivante : 


5e H'(œ a). CH Gœ = NI SCANS 
F(æ) = C+ À For a) PT > 2000 MO ES 
, H'(æ— a) , H'(x — db) , H'(æx — 1) 
—+ D, [A H(&—a) + B H(z—b) +,..+L me] 
! 1 x” (2 " H'(æ — b) 7 H'(x — l) 
+ D, LA Te + E Hire ..—+L | 
ee 


cp 0e p.68 ve 8.9 © © 0.0 86,079 del sp ,0'e 0 ei, ° 9 ss Dole) ro opte Die Re Ne TR NS 


ou bien, pour abréger, 


ec H’ H'(x— a) — » H'(x— a) 
F(7) = GED AE HAT a) +2 Da Ep ere +) DEA H(æ— a) 


S/%/'e (RU D a, 5 ete is) e'elelaes a eotn ets en ce 07» 





+ ns H'(x) . A La 04 s g 
La quantité Hz)? qui joue le rôle d’élément simple dans cette 


formule, n’est pas doublement périodique, mais ses dérivées le 
sont, comme le montre la relation 


AUTO J I 
*H(x) K s5n°z 





Ïl en résulte que les termes de la première somme sont d’une 
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autre nature que les autres, mais la condition A + B+...+L—= 0 
permet de la mettre aussi sous la forme doublement périodique ; 
c’est le premier point dont je vais m'occuper. 


1. J'emploierai, dans ce but, la relation suivante : 


snACnrdnr—-snacnadna H'(z+a) (x) 8'(a) 
sn?7 — sn?@ MeH(rét a). 6(2)\" 0 (a) 


—_"Kisnrsnasn(g +) = "© © 5  —  —. 


Changeons, en effet, &« en a + 1K/; on aura d’abord 


sn æ OA) 9"(x) H'(a), 


snasn(t+a) H(æ+a) (x) H(a)? 


prenons ensuite la dérivée logarithmique des deux membres de 
l'équation 
1 Ha 


SIL —— el . 





ce qui donne 
« | enadna _H'(a) @'(a) 
sna,. … H{aÿ L'O(a) 





et ajoutons membre à membre. Au moyen de la formule 


1 snæenadna—snacnxdnxr 


sn(r a): sn?æ — sn?a 


on trouvera, après une réduction facile, la relation à établir. 


D'une autre manière, en partant de la décomposition en élé- 

ments simples de [a quantité ———— 

EM D ES Œ 

et 21K/, nous opérerons comme il suit. Les pôles étant x — a, 
I 


qui à pour périodes 2K 


æ—2kK— a, et les résidus correspondants —— 
2snacnadna 


I : 
| nous avons d'abord 
2snacnadna 


I I ee me | 


it 
sn? — sn? 2snacnadna | H(x— a) H(x+a) 


ou plutôt 


>snacnadna Ce H'(x—a) H'(x+a) 
sn?æ —sn?4 H(x—a) H(x+a) 
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Pour déterminer la constante, je fais æ — 0, ce qui donne 


2cnadna … H'(a) 


CR or 
sn «a H(a) 


el, par conséquent, 





RUE H'(a) cnadna | 2(a) 
ONU (ad sn a | ROBE 


Nous avons ainsi l'égalité 


2snacnadna H'(x — a) 


H'(æ+a). ,8(a). 
sni—snèa : H(z-=a) < H{r FAaNNNONN 





permutant x el a, on en conclut 





2snz cnzdnx . H'{r—a) H'(x + a) Or) 
ee ———— "9 
su?2x — sn?«a H(æz—a) H(æ+a) e(x) 
et enfin, en retranchant membre à membre, 
snæcnædnx—snacnadna H'(x+a) @'(x)  @'(a) 
sn?æ—.sn?« 


— H(t+a) 6(x) (a) 


H'(xr— a) , | | 
——— s'obtient en changeant 
H(xz—a) : ; 
a en — a, sous la forme suivante : 


Cela posé, l'élément simple 


snæxCcnxdnr+snacnadna 
H(æ—a) sn?2x — sn?a | 


H'(x — a) sn. ax) 1800) 


° O(x) O(a) 








et voici la nouvelle expression des fonctions doublement pério- 
. . , 4 . . &. H' T—« 
diques qui en résulte. En premier lieu et dans la somme Ÿ A PR 
H(x— a) 
DORE À 2 is à 
disparaît en vertu de la condition » AG ana 
8(zx) 
donc simplement 


le terme 





Y'a H'(x — a) Ÿ A snæcnxdnz+snacnadna 


= ———— © — _©——— ———————————————— 7 Const. 
H(x— @) sm sn?x — sn?a 


Soient ensuite, pour simplifier l'écriture, 


Sd SD APE 


en faisant usage de l’égalité de Jacobi 


8'(x) J 
) = —— /2sn°x 
De ox) - £2 sn°?x, 





! 


1 À 
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nous trouvons successivemenL 


H'(x=— snzCcnzdnx+snacnadnæ à 

D en) OL De — _——— — 5$S'ksn?r+const., 
Ten sn?æ — sn?«a 

DE H'(æ— a) = Dar De RE Rene S'D.A2sn2x 
H(x— a) sn?x — sn? RÉUNE LAAE 


RE a RES ie 0 2,0. le) ele gt la se (ue, Ua ss de 4e) d'a ren jet d'os os 0,0 à «0.0 6 "5 "0 "0. à 015 de 


La nouvelle expression des fonctions doublement périodiques, 
où n’entrent plus que des éléments doublement périodiques, à 
savoir sn? el sa dérivée, est donc 


snæenædnæ +snacnadna 


F()=0+ 9 a 


; snæ Ccnædnæx+snacnadna 
D AD —————— — 
sn?z —sn?a 


sn?x — sn?«4 
— S'A2 sn? 


snæenxdnr +snacnadna 
25 2 AD2 SD, /?sn?x 


sn?2T7 — sn?2a 


et l’on en conclut facilement qu'on a 


F(æ) = v(sn?z) + V(sn?x) snx cnx dnx, 


-en désignant par o(sn?x) et Y(sn?x) des fonctions rationnelles 


en sn°?æ. 

Une remarque à laquelle elle donne lieu immédiatement, c’est 
que le second membre contient un point singulier apparent, 
æ —1K", qui se trouve dans la formule 


He a) /snx cnx dnz + snacnadna  @'(x). 8'(a) 





Hfr—a) : sn?æ— sn? «a CIE 2) (a) 





C’est, sous ce rapport, une imperfection qui est évitée avec les 


H'(xæ — a) RE CIE 
="; nous observerons toutefois qu'il n’y à 
H(x— a) 


point de pôle apparent dans le cas particulier où, la fonction dou- 


éléments simples 


blement périodique étant DANS tous les pôles sont simples, puisque 
alors on obtient 


F(æ) = DHRNY PS EPRERRE snacna«a dna 


sn?7 — sn?«a 


Ce cas n’est pas le seul; il en est encore de même dans d’autres 
circonstances où l'expression des fonctions doublement périodiques 
s'offre sous des formes nouvelles que nous allons indiquer. 


266 OŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 

II. À cet effet, je distingue parmi les fonctions aux périodes 2 K 
et 2:K' celles qui se reproduisent au signe près lorsqu'on ajoute à 
la variable l’une des demi-périodes : K, K + :K', K; je les dési- 
gnerai par F,(x), F2(x), F;(x), de sorte qu'on aura ces condi- 
tions caractéristiques 

F;(æ+iK')=—F;(x), 
F,(æ+K+1iK')=—F;(x), 
Fs(r + K)=—P;(x). 


Considérons d’abord la première ; nous pourrons écrire 
2 Fix) = Fix) —F;(x + 1K"), 
el, en observant qu'on à 


H'(r +iKk) @'(x) ar 
H(x+ikK) 8(æ) 2K° 


la première formule de décomposition en éléments simples donne 
immédiatement. 


H'(x—#a), 6 (7 a) 
2 F1(x) = Dre - ee 


s ; H'(x—a) O'(x—a) 
D Da | Hi SAN 2 re | 


el, par conséquent, 
2 HD AD; log sn(x— a) +Ù A'Dilogsn(r—a)+... 
ou, plus simplement, | 
F;,(æ) => an, log sn(x — a) +Ù A'D? log sn(x— a) He: 


si l’on n “emploie que les pôles contenus dans le rectangle art 
pour côtés 2 K et K’. 


De la même manière, en faisant usage des équations 


H'{x + K +:K') 9(x) ÎT 
HE KR IN 8,(x) LEORE 
H'(x+K) H'{x) 
H(æ+K) H,(x) 
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nous trouverons ensuile 


2% « : sn (x — «d') HN RES sn(x— a) 
UE | SRE Rae Z JE (eq RARE 
» Fa(æ) : d'A: Dz log TT A PAQUET EEE CAL 
; du 2 sn sn (æ — a") 
DAC) =D A De 0er + DUAL DE loger + 


L 


Ces quantités prennent une forme plus simple, si l’on change 
dans la première x en x + K, et dans la seconde x en x+K+zK'. 
Nous avons, en elfet, 


sn(æ + K) I 
——— © = CNT, 
. dn(æ + K) Æ 
sn(z+K+iK) DR 


cn(x + K +:K!) = à 
en écrivant donc 
Feet Fist), 
au lieu de 
2F,.(x+K) et 2F;(x + K+:K), 


on obtient ainsi les formules 
(tr) DA D; log cn(x — a) +Ù A! D? log cn(x — a') + 
F3(x) > A:D;logdn(x— a") +> A, D£logdn(x — a") +.... 


Les expressions des fonctions F, (x), F,(x), F;(x), auxquelles 
nous venons de parvenir, ont pour éléments simples les fonctions 
doublement périodiques 


| cnx dnx 

D, log snx =  —— 
sn 

snæz dn x 

D, logenx = — ————, 
cn x 


snzr Ch T 


PA 
D; log dnz =—%k rie 


et ne présentent pas de pôle apparent; voici quelques remarques 
auxquelles elles donnent lieu (). 


III. L'expression, par une somme d’éléments simples, des 
fonctions rationnelles et des fonctions doublement périodiques, 


(!) Dans une Note du Journal de Liouville, sur une formule d’Euler; année 
1880, je suis arrivé, par une autre méthode, à ces mêmes formules, 
Voir aussi : Œuvres d'Hermite, t. IV, p, 2i 





268 & OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


donne immédiatement leurs intégrales; on obtent ainsi pour les 
fonctions doublement périodiques les plus générales, désignées 
précédemment par F(x), 


H'(xz— a) 


Î FC) de = Cæ + a logH(r— a) +Ù de a ES EU 


puis les formules, auxquelles je m'arrêterai un instant, 


fricæ)de = YA log sn(x — a )+S a D; log sn(æ— a )+..., 
Ge) de = Ÿ'Ailogen(z — a )+Ÿ A, D,logcen(r— a )+..., 
fr) dx = Ÿ Aslogdn(æ — a") + ŸAS De logdn(r— à") +... 


Soit pour un instant snx —€6 et R(Ë)—(1—£€?) (1— k282), 
on aura 


Fi(æ) = filé, VR(E) |, 
Fi(æ) = folt, VRE) |, 
Fs(e) = ft, VRO) |, 


en représentant par fi, f», fa des expressions rationnelles en € 


et VR(E); cela étant, on voit que les intégrales 


JB, ETS ER 


s'expriment sous forme finie explicite, par les fonctions élémen- 
taires. Soit, de plus, 


SLEVROEOI] = ATEVROÏI+ RTE VROÏI+ AE RO], 


il en sera de mème de la quantité 


= [LEE SLEVRON y 
VR(E) 


de sorte qu’on a ainsi un type des intégrales qui ont été nommées 
pseudo-elliptiques. Revenons maintenant à la variable x et posons, 
pour abréger, 

F(z)= Fix) + Fix) + Fs(x), 
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J = f FC) de 


il est facile d'établir la relation 


ce qui permet d'écrire 


F(x)+F(x+iK)+F(r+kK+iK)+F(x+K)=o. 
Considérons, en effet, les quatre termes qui dépendent de la 

même fonction, par exemple F,(x):1ls donnent la somme 

Fr)+F;,(&+iK)+EF(x+kK+iK)+Fi(x+K); 
or on voit immédiatement qu'elle est nulle en vertu de l'égalité 

Fi(æ) + Fix +iK) =, 
etilesk clair qu'on à de même 
F;(x)+ Br +iK)+E,(xr + K+iK)+ Fr +K)=o, 


F;(æx) + F:(ù + iK) + Fr + K+iK") + F;(x + K) = o. 


ajoule maintenant que toute fonction doublement pério- 
J'ajout L t que toute fonct doubl og: 
dique F(x) qui satisfait à cette condition, pouvant s’écrire de la 
manière suivante 
KF(æ)— F(x)—F(æ+ikK 

+ F(æ)—F(x + K+1K) 

+ F(x)—F(x + K), 
on en conclut cette expression 

F(x) =" Fi(z)+ Fix) + F3(x). 
Effectivement, les différences 

Fe) Fa bchk), F(é)—F(z+K-æ+iK') et F(z)—F(x+K) 
offrent les propriétés caractéristiques de F, (x), F,(x), F;(x); elles 
se reproduisent changées de signe, en ÿ remplaçant successivement 
æ par æ +1iK’,x+K + iK'et x + K. Il en résulte que la trans- 
p. ; Ë . Fr 1 ; ; à 
formée par la substitution snx —< de l'intégrale 1 Feadr; 


FLE VRE)] 
VR(E) 


explicite au moyen des fonctions élémentaires, et représente une 


c’est-à-dire J — d£, s'obtient sous une forme finie 
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intégrale pseudo-elliptique. Je remarque encore qu'ayant pour la 
fonction doublement périodique F (x) cette expression 


F(x) = vw(sn?x)+ d(sn?xz)snæcnxdnr, 
où © et Ÿ désignent des fonctions rationnelles, on en conclut 
JL, VROTE e (8) + 4 CB)EVR(E), 


de sorte que l'intégrale J se décompose en deux parues, dont la 





E2) d£ È EAU: 
première pe seule à considérer. Cela étant, je dis que 
6) 3 

la fonction © (£2) vérifie la relation 


æ 





Changeons, en effet, x en — x, dans l'égalité 
F(æx)+F(x +iK)+F(r+K—iK)+F(z+KkK)=o; 


’ 


on obtiendra, eu égard à la périodicité, équation 
F(—r)+F(—r—iK)+F(—r—-K—:K')+F(—zr—K)=o, 


et, en ajoutant membre à membre, on conelut que la partie paire 
de F(x), c'est-à-dire o(sn?x), satisfait à la même condition que la 
fonction elle-même. Cela étant, la proposition énoncée est la 
conséquence des relations élémentaires 


L'arre l 
sn?(x + 1 K') = 


Fee MENU 
k? sn?x 
d cs dn?x 
sn?(æx + K + cK') — Lien è 
k2cn2x 
j cnæ 
sn?(r + K)= ———. 
l dn?xr 


C'est M. Goursat qui a donné ce résultat, dans un beau travail 
intitulé Vote sur quelques intégrales pseudo-elliptiques, dans 
le Bulletin de la Société mathématique de France, t. XN, 1897. 
Je renvoie aussi sur la même question à d'excellentes recherches 
qu'a publiées M. Raffy dans le même Recueil, t. XI, PACNTEPLe 
méthode des deux auteurs, qui n’empruntent rien à la théorie des 
fonctions doublement périodiques, étant entièrement différente de 
celle que j'ai suivie. | 


Le 
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IV. Je considérerai maintenant les fonctions (x) aux périodes 
4K et 4:K', pour montrer succinctement comment elles se décom- 
posent en éléments simples, qui sont encore formés au moyen des 
quantités snx, cnx, dnæ; voici, dans ce but, une première 
remarque. 

Soient, pour un moment, 


211 (x) = P(x) + P(x + oikK), 
20(x) = b(xz) + b(xr +oikK'); 


on aura les égalités 
IH (ræ+oiK')=+t(x). 
I (æ+2iK") = —I(x), 


et l’on en conclut que la fonction proposée D(x) s'exprime par la 
somme de deux autres dont la première se reproduit et la seconde 
change de signe quand on ajoute 22K! à la variable. 
Posons ensuite 
2P,(æx) = H(xr) +U(xz+2K), 
2bi(æ) = U(x)— (x +2K) 
et semblablement. | 


2P:3(æ)=Ii(x)—U(xz +2K), 
2P3(æ) =Ili(x) + H(x + 2K); 


nous en déduirons cette expression 
Pr) = Pr) + Pix) + Pr) + br), 


où les termes du second membre satisfont aux conditions 


suivantes : j 
Po(x + 2K) =-+ D,(x), Po(x + 21K7) = + Pix), 
Pire 2K)=— (x), Pi(r + 2:K") = + Pix), 
P;(æ au 2K) = — P:(x), P,(x Ab cK') = P(T), 
P;(œ + 2K) = + P;(x), Pa(x + 21K") — — P;(x). 


Elles montrent que D,(x) revient à F(æx); on voit aussi que dD,(x), 
D,(x), P:(x) peuvent être considérées comme des fonctions 
doublement périodiques de seconde espèce, ayant respectivement 
les mêmes multiplicateurs que snx, enx, dnz, qui leur serviront 


+ dll 
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d'éléments simples. Nous avons donc, en premier lieu, 


; x, SS  snæcnZgdnz +snacnadna 
Por) = CG + AT NIET TT 
sn? 7 — sn?«a 


__ snrcenrdnr +snacnadna À | 
PNR DS 
amd 


sn?2T7 —sn?«a 


— SD; £? sn? 


pe S0Tcnæ dnæ +snacnadna 

1 2 

EPA 
sn?æx — sn?« 


puis, en représentant les pôles par a+ :K',a"+ 1K', a+ iK', …, 


P,(æ) => A: sn(æx — a)+D A D, sn(x—a')+..., 
P(æ)=Y A; cn(æ -a)+Ÿ A, D,cn(x—a)+..., 


P;(x) > A; dn(x— a”) +Ù An D;dn(x —a")+...… 


Cela posé, à la formule précédemment donnée pour P,(x), à 


savoir 
Pot) = e(sn?x) + V(sn?r)snx cenxdnx, 


nous ajouterons les suivantes, dans lesquelles les lettres & et d 
désignent des fonctions rationnelles : 


P,(æ) = w(sn?x) snx + Vi(sn?x) cnx dn, 
Per) = pe(sn?x) enx + W(sn?r)snx dnæ, 


P,(æx) = v3(sn?x) dnæ + d,(sn?x)snx cnx. 


On les obtient au moyen des relations élémentaires pour l’addiuon 
des arguments dans les éléments simples snx, enx, dnx, ou encore 
enremarquant queles produits D,(x)snx, P,(x)cenx, D,(x)dnx 
ont pour périodes 2K et 2:K°, et rentrent, par conséquent, dans 
le type analytique de D,(x). 

Ces résultats montrent que (x), c'est-à-dire toute fonction 
uniforme dont les périodes sont 4K et 4 :K/, s'exprime en fonction 
rationnelle de snx, cnæx et dn +. J’indiquerai comme exemple les 
formules suivantes : ; | 


NE 1— cnr NAT j {cn 

RE ME PET, sf —-+K) = ————, 

2 I1+ dn?x 2 1 + dnx7 

5 T PRE I CRT L Us I— cn 
sn? (—+1:K } — < sn? — + K4T1KQ 
2 1— dnx 1—“dnx 


DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 273 


Je remarquerai aussi que, en posant 


Yx) =Pi(r) + Pix) + Par), 


ce qui donne 
P(r)= Por) + W(x), 


on à la relation 


W(z)+W(x+2iK)+W(x+2K+oiK)+W(r+2K)= 0, 


el qu'on peut en conclure l'expression de la fonction (x). 
Soient, en effet, pour un moment, 
2W(æ)=VW(xz)+W(x+aikK), 
2W:(æ)=VW(x)+VW(x +2K+o2iK"), 
2Wa(x)=VW(x)+W(x+2K); 


nous obtenons d’abord, d'après l'égalité admise, 
Y(x)=Wi(r) + (x) + W:(x). 


Cela étant, on trouve ensuite, en ayant égard à cette même relation 
ainsi qu'à la périodicité de W(x), 

Wi(æ+2K)=—W(z), 

Po(x +2K)=—W:(x), 

W:(r +2K)=+VW:(x), 


et pareillement 
Wir +aiK)=+Wi(r), 


W,(r +2iK) =+W,(x), 
Vs(xr + 21K)—=—W;(x). 


On voit donc que les fonctions W,(x), W,(x), W,(x) possèdent 
les propriétés caractéristiques de D,(x), Ps(x), D3(x), ce qui 


démontre le résultat annoncé. 


H. — IV. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. MATYAS LERCH. 


N 


SUR LA 


TRANSFORMATION DE L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE 


DE SECONDE ESPÈCE. 


Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. I, 1888, p. G.1-6, 
et Mémoires de la Société royale de Bohème, 7° série, t. If, 1888. 


En modifiant un peu le procédé ordinaire de réduction des 
intégrales hyperelliptiques, j'ai considéré, dans mes Leçons (!), 
les expressions de la forme suivante : 


G dx 
for 
: 
où G, A et R sont des polynomes entiers en +, A et R n’ayant que 
des facteurs simples et étant supposés premiers entre eux. Jai 
montré qu’elles se ramènent facilement à un terme algébrique et à 
une expression semblable où l’exposant & est diminué d’une 
unité. Dans le cas, par exemple, de a —1 que je vais employer, 
on détermine deux polynomes P et Q par la condition 


CAPE A RD 
et, en posant = 


! I [A 


on a cette égalité, qui se vérifie immédiatement par la différen- 
tation, 





fs ne 


A? RO AVR 





(1) Cours d'Analyse de la Faculté des Sciences de Paris, 3° édit., p. 28. 
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Je vais l'appliquer à la recherche de l'expression de l’intégrale 
elliptique 


[ y? dy 

Ho et PAR TS 

Vin) y?) 

OUT 5 est la formule de transformation de Jacob: qui satisfait 


à l’ FANS 
dy I dx 


Go) MyG—ano ee) 


Je remarque d’abord qu’on peut écrire 


12 y? dy 2 U? dx 
roro (ERA 7?) LU ETS Va—2)G— Re) 


de sorte qu’en prenant 


R=(1—x?)(1— k?x?), Ge Ur ME AE Y, 


la relation précédente nous donne 





AU? dr QVR Q: dx 
le + V VR 


Cela étant, je dis que Q, est divisible par V, c’est-à-dire que le 
second membre ne contient pas d’intégrales de troisième espèce 
qui admettent des infinis logarithmiques, M. Fuchs obtient, & priori 
et sans calcul, ce résultat important que j'établirai ensuite algé- 
briquement de la manière suivante. L'illustre géomètre m'a fait 
observer que, l’intégrale 


ee À y? dy 
CUVE GER) 


n'ayant point d'infini logarithmique, il en est de même néces- 





U 
Ne 
puisque la nouvelle variable est une fonction algébrique de y. Il ne 


sairement de la transformée en x obtenue en faisant y — 


nous reste plus, par conséquent, qu’à obtenir le polynome Q et le 


Qu 


quotient entier Ÿ . Pour cela, j'emploie léquation différentielle 


dy _… IN dr, 
Va— ya) MYR° 
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9? 


U 
après avoir substitué la valeur Y — y’ J élève au carré, ce qui 


donne l'égalité 
MRÇU'V—UV'}= Vi— (1 + X)U2V2+ A2 Ut, 
ou, sous une autre forme, 
U2(M2RV'2— X2U2) = Vi— (1 + }2)U2V2— M2R(U"2V2= oUU!VV). 


n montre ainsi qué M? — }2U? est divisible par ui, étan 
Ô t qué MR V'?— }2U? est divisibl V qui, étant 
premier avec U, et par conséquent avec U?, entre dans le second 
membre comme facteur. Soit donc, en désignant par H un poly- 
nome entier, é 
M2RV2-—)2U?= VH: 

nous aurons 

XU?=— VH + HR VS, 


or la relation par laquelle se déterminent les quantités désignées 
plus haut par Pet ©, étant maintenant 


AU? = VP YA U: 


on voit immédiatement qu'on peut prendre P=—H et 
Q = — M2 V!. 
Soit ensuite S le quotient entier E que nous avons encore à 
obtenir, et qui donne l'égalité 
*A2U? dr M2 V'VR Pr S dx 
V2 VR Ÿ TE 
On trouve, par la différentiation, lexpression suivante : 


.  XU! , V'VR 
S= 7 + M° RD, ( V je 


! 








et 1l en résulte facilement que S est un simple bmome gx? +4. 
Je cherche, en effet, la limite de = — pour æ infiniment grand; en 
faisant, avec Jacobi, 


U == + A2 Ares... + At 2m |, 


V=i-B'a+ B'ot+..,.+ Bimyim, 


de sorte que l’ordre de la transformation soit n = 2m +1, on 
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Le) 
| 
SI 


obtient la quantité finie 


ES 


ee | + 2mk?M?, 


qui représente, par conséquent, la constante £ 


Cette valeur se simplifie au moyen des relations étabües à la 
fin du paragraphe XII des Fundamenta. Si l'on emploie les sui- 


An) k : I 1: Br) 
— — EAN: Re 2e RAT 
M te AO À Am 


on en tire aisément 


vantes : 


À AUD) 


MB) “x KM, 


ce qui donne 


g = AM? 2 mAk2M? ou bien g = nk?2M?. 


En supposant ensuite æ —0, dans l'expression de S, 1l vient 
h — 2B'M}?, et nous avons, en conséquence, le résultat important 
contenu dans la relation 


‘A2 U? dx MV'VR , ((nkxi+ 2B') dx 
Er LT pe 
V2 VR À VR 


ou encore, si l’on revient à la variable y, après avoir divisé les 
deux membres par M?, 


D y? dy 
VG— p?)(1—2272) 


VvVG= a) (ea) (nk?2x?+ 2B) dx 
M Va?) (1 — k2x?) 


C’est la relation qu’a donnée Jacobi, en remplaçant l'intégrale de 
seconde espèce de Legendre par celle de M. Weierstrass. 

Je reviens maintenant au polynome Q,, afin d'établir, par une 
voie purement algébrique, qu’il est divisible par V. A cet effet, je 
reprends la formule générale de réduction, dans laquelle R est un 
polynome de degré quelconque, 





(ÈS - QVR | Qdr 


AVR EPA AR AVR 
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en me proposant d'exprimer, au moyen de G, À et R, la condition 
pour que ©), soit divisible par À. Ainsi qu'on l’a vu plus haut, 
on à 


Q=P—RQ—-=RQ, 
et, par conséquent, si l’on fait Q, = AS, il vient 
P—AS-+RO'+ —R'Q. 
Cela étant, en différentiant l'équation 


| GAP. AURO 
nous obtenons 


G'= AP'+ A'(P—RQ'— R'Q)—A"RQ, 
puis, au moyen de la valeur de P, 


G'es (PHASE 0 (rar =R \'). 


Prenons maintenant, suivant le module A, les valeurs de G et 


de G/; on aura 
G=-À'RO, 


G'=— (rar = R A"): 
et l’on en conclut immédiatement que le polynome 

RA'G'—G (RA"+ LR a) 
est divisible par À : c’est le résultat auquel il s’agissait de parvenir 
et que je vais appliquer en supposant R—(1—x?)(1— A?x?), 
G—=UetA = V: 

Nous obtenons alors l'expression suivante : 
U É RU'V'— U (Rvr+ LR v) | 
ou bien, en multipliant par 2, 
U[4RU'V'—U (2RV"—+ R'V')}, 


et 1l s’agit de prouver qu’elle est divisible par V. C’est ce qu'on 
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établit au moyen de l'équation 
M2RÇU'V— UV'}= Vi (1 X2)U2 V2 + UE 
et de sa dérivée, dans lesquelles je ferai, pour un moment, 
U'V — UV'= W. 


On a ainsi 
M2RW2= Vé— (1 X2)U2V2+ AU, 


M2W(2RW'-+ RW) = 4 Va V'— 2(1+ X)UV(U'V + UV')+ 4X?U3U”. 
Multiphions la première par 4 U’, la seconde par U, et retranchons 


membre à membre, après avoir supprimé le facteur W, nous 
aurons 


M2[4RU'W— U(2RW'- R'W)] = 4 V3— 2(1+ X)U2 V. 
Cela étant, on obtient facilement, au moyen de la valeur de W, 
&RU'W—U(2RW'+R'W) 
= V[4RU2— U(2RU"—+ R'U')] — U[4RU'V'— U(2RV'+ R'V')]: 


le premier membre de l'équation contenant en facteur V, il est 
donc démontré que la quantité considérée 


U[4 RU'V'—U(2RV'+R'V')] 


} 
est elle-même divisible par V, comme Je lai annoncé. Je remar- 
querai en outre qu'on peut joindre les égalités suivantes à celles 
qui viennent d’être employées : 

MI 4RV'W— V(2RW'+ R'W)] = 2(1-+ À )UV2— { US, 

&RV'W — V(2RW'+R'W) 
— V[4RU'V'— V(2 RU" R'U') — U[4RV'?— V(2RV'+ R'V')|; 
elles montrent que l'expression 


V[4RU'V'— V(2RU’+ R'U'}] 


est divisible par U et, comme U et V sont premiers entre eux, on 
en conclut ces relations, qu’il ne m'a pas paru inutile d'indiquer : 
&RU'V'— U(2RV'+R'V')=o (mod V), 
&RU'V'— V(2RU'+ R'U')=o  (modU). 








DISCOURS 


PRONONCÉ PAR M. HERMITE 


AUX FUNÉRAILLES DE M. HALPHEN, 


LE 23 MAI 1889. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CVIIT, 1889, p. 1079. 


La vie si courte de M. Halphen a été remplie par des travaux 
d’une importance capitale, qui ont honoré la Science française. Je 
viens rendre hommage à sa mémoire en indiquant en peu de mots 
les recherches et les découvertes qui l’ont placé parmi les plus 
éminents géomètres de notre époque. 

Le talent de notre Confrère s’est d’abord révélé par des travaux 
de Géométrie supérieure; il a obtenu un premier et grand succès 
sur la question des caractéristiques des sections coniques. La 
théorie de Chasles reposait sur un principe admis. par inducuon, 
mais non démontré, qui tombait en défaut dans certains cas par- 
uculiers. M. Halphen, après avoir obtenu en même temps que 
Clebsch la démonstration de ce principe en genéral, a le premier 
trouvé la raison de ces exceptions et expliqué avec précision dans 
quels cas il s’applique ; il a ensuite découvert, pour l’ensemble des 
problèmes que Chasles avait en vue, une solution complète et 
indépendante des caractéristiques. Je signale ce début de 
M. Halphen parce qu'il fait ressortir le mérite qui se retrouve dans 
tous ses travaux de ne rien laisser d’incomplet et d’inachevé, et de 
donner, au prix d’efforts persévérants, la solution définitive de 
toutes les questions qu’il aborde. 

On sait les rapports intimes que l'Analyse de notre époque a 
établis depuis Riemann entre la théorie générale des éourbes algé- 
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briques et celle des transcendantes représentées par les intégrales 
_des fonctions algébriques. C’est à cet ordre d’idées que se rapporte 
un Mémoire d’une importance considérable de notre Confrère, 
Sur la théorie des points singuliers des courbes algébriques, 
où 11 parvient, en liant ses recherches à celles de l’éminent géo- 
mètre M. Noether, à des résultats du plus haut intérêt. Un travail 
extrêmement remarquable et d’une grande étendue, Sur les 
courbes gauches algébriques, succède à ce Mémoire ; l’Académie 
des Sciences de Berlin lui accorde le prix Steiner, qui est doublé 
pour être partagé entre notre Confrère et M. Noether. Les décou- 
vertes en Analyse suivent les recherches sur les points les plus 
élevés de la Géométrie supérieure; M. Halphen expose dans une 
Thèse de doctorat l’idée originale et féconde des invariants diffé- 
rentiels : il s'ouvre ainsi la voie pour traiter la question proposée 
par l’Académie comme sujet du grand prix des Sciences mathé- 
matiques de 1880 : Perfectionner en quelque point important la 
théorie des équations différentielles linéaires à une varisble indé- 
pendante. L'Académie couronne son Mémoire, mais l’ardent 
travailleur ne se repose pas sur ce succès; ses publications se 
multiplient avec leur caractère d’invention et de profondeur sur 
cette même théorie des équations linéaires, où la notion des inva- 
riants différentiels a ouvert un champ si étendu de recherches, sur 
la théorie des nombres, sur la théorie des séries. Ce n’est point le 
lieu ni le moment d’apprécier tant de travaux, lant de découvertes 
qu’attendait une éclatante récompense. M. Halphen entrait en 1886 
à l’Académie des Sciences, dans la plénitude de son talent et de sa 
puissance de travail. La même année paraissait le premier Volume 
d’un Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, 
qui a été lu et admiré par tous les analystes. Le Volume suivant a 
mis le sceau à sa réputation; il contient les applications à la Mé- 
canique, à la Physique, à la Géodésie, à la Géométrie et au Calcul 
intégral, et sera l'honneur du nom de notre Confrère. La mort l’a 
surpris lorsqu'il travaillait avec la plus grande ardeur à la rédaction 
d’un troisième Volume qui devait exposer les applications des 
fonctions elliptiques à la théorie des nombres. 

Mais, devant cette tombe et en parlant des œuvres du savant, 
nous nous rappelons le Confrère, l'ami que nous avons perdu. 
Halphen avait autant de simplicité et de modestie que de génie; 1l 
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était bon et affectueux, 1l était dévoué à tous ses devoirs. Tout 
jeune officier el envové à l’armée du Nord, il est fait capitaine et 
décoré sur le champ de bataille, à Pont-Noyelles, puis 1l assiste à 
la bataille de Bapaume. Le profond géomètre était un soldat; qu'il 
reçoive le suprême hommage de notre admiration pour ses travaux, 
des regrets qu’il nous laisse, du souvenir affectueux que nous gar- 
derons à jamais de lui! 





DISCOURS 


PRONONCÉ DEVANT LE PRÉSIDENT DE LA RÉPUBLIQUE LE à AOUT, 


À L'INAUGURATION DE LA NOUVELLE SORBONNE, 


Par M. Cu. HERMITE, 


Professeur à la Faculté des Sciences, Membre de l’Institut. 


Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XIV, 1890, p. 6-36. 


Monsieur LE PRÉSIDENT, 


Messieurs, 


L'enseignement mathématique de la Sorbonne s'ouvre en 1809 
avec Lacroix, Poisson, Biot, Francœur et Hachette, qui occupentles 
chaires de Calcul différentiel et de Calcul intégral, de Mécanique, 
d’Astronomie, d’Algèbre supérieure et de Géométrie descriptive. 
Poisson est l’un des grands géomètres de ce siècle, Biot a parcouru 
avec éclat une longue carrière, remplie de travaux importants sur 
l’Astronomie et la Physique. Lacroix et Francœur ont, par d’excel- 
lents Ouvrages, enseigné à leur temps toutes les parties des Mathé- 
matiques, depuis l’Arithmétique élémentaire jusqu’au Calcul 
intégral. Nous évoquons le souvenir de ces hommes éminents qui 
ont honoré la Faculté des Sciences à son origine; nous voulons 
rendre l’hommage qui est dû à leur mémoire, et dans cette cir- 
constance rappeler leurs titres à la reconnaissance du pays. 


I. L'œuvre capitale de Lacroix est un Traité, en trois volumes 
in-4°, de Calcul différentiel et de Calcul intégral, dont la première 
édition a paru en 1508 et la seconde en 1814. Cet Ouvrage conscien- 
cieux et savant donne le complet résumé de la Science de son 
époque. La rédaction en est claire et facile; les écrits concernant 
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chaque point traité sont énumérés avec le plus grand soin dans un 
sommaire des articles qui a conservé toute son importance etqu'on 
consultera toujours avec le plus grand fruit. La constante préoccu- 
pation de l’auteur a été d'établir entre tant de théories qu'il expose, 
sur des matières si diverses, une succession naturelle, un enchaïi- 
nement qui en facilite l'étude et contribue à l'intelligence générale 
de l’Analyse. En prenant pour épigraphe de son Traité ce vers de 


- l'Art poétique, d'Horace : 
Tantum series rerum juncturaque pollet, 


Lacroix indique la pensée à laquelle il est resté fidèle dans ses 
autres publications, et qui donne la raison de leur succès. 

Le Traité élémentaire d’'Arithmétique a eu 20 éditions; 
les Éléments de Géométrie, 22; les Éléments d’Algèbre, 24. 
Ce dernier Ouvrage a été suivi d’un complément où, sous la même 
forme, claire et facile, sont abordées, dans la mesure qui convient 
aux commençants, des questions intéressantes et plus élevées d’Al- 
gèbre supérieure. 

Le rare mérite des Ouvrages de Lacroix n’a pas été perdu avec 
lui. Lefébure de Fourcy, son successeur à la chaire de Calcul dif- 
férentiel et de Calcul intégral, a publié un Traité de Géométrie 
descriptive, des Lecons de Géométrie analytique et d'Algèbre, qui 
ont une réputation bien méritée par la clarté et la précision de 
leur rédaction. Les Leçons d’Algèbre possèdent à cet égard une 
incontestable supériorité et sont encore un des meilleurs Ouvrages 
élémentaires pour l'étude de cette science. 


IH. Francœur a occupé la chaire d’Algèbre supérieure jusqu’en 
1847, en consacrant ses Leçons à la résolution des équations de 
degrés supérieurs, à la théorie des suiles, puis à diverses reprises 
aux éléments du Calcul des probabilités et de la Géodésie. Parmi 
les Ouvrages qu'il a publiés, nous mentionnerons tout d’abord 
un Cours complet de Mathématiques pures, en deux volumes 
in-8°, qui a eu quatre éditions. Le premier Volume renferme 
l’'Arithmétique, l’Algèbre élémentaire, la Géométrie et la Géomé- 
trie analytique à deux dimensions; le second comprend l’Algèbre 
supérieure, la Géométrie analytique à trois dimensions, le Calcul 
différentiel, le Calcul intégral et le Calcul des différences. La con- 
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cision que s’est imposée l’auteur pour réunir tant de matières 
dans un court espace ne porte Jamais atteinte à la clarté. Nous 
remarquerons qu'une part est même faite à la théorie des nombres ; 
dans un Chapitre de l’Algèbre supérieure, on trouve une excel- 
lente démonstration du théorème célèbre de Lagrange sur la 
périodicité du développement en fraction continue des irration- 
nelles du second degré dont les Traités actuels ne donnent que 
l'énoncé. 

Francœur a aussi publié un Traité de Géodésie qui a eu sept 
éditions, un Traité de Mécanique, des éléments de Statique, des 
éléments de Technologie, une Astronomie pratique. Son principal 
Ouvrage, celui qui mérite surtout d’être rappelé à l'attention, a 
pour tutre : Uranographie ou Traité élémentaire d’Astro- 
nomie ; voici le jugement qu’en porte notre éminent collègue 


M. Tisserand : 


« L’Uranographie est un Ouvrage excellent qui ne se borne 
pas à la description complète du Ciel, mais cherche à mettre à la 
portée du lecteur les résultats les plus importants de la Mécanique 
céleste. L'auteur s’est inspiré dans ce but de l£xposition du sys- 
tème du monde de Laplace et du beau Traité d’Astronomie de 
L. Herschel. Il a pu ainsi donner en langage ordinaire une expli- 
cation des perturbations planétaires les plus importantes. Il a 
reproduit aussi un grand nombre d’aperçus intéressants sur l’As- 
tronomie physique, d’après Arago, le fondateur de cette science qui 
a pris de nos jours un si grand développement. Francœur donne 
en outre des renseignements curieux sur l’origine mythologique des 
constellations et sur l’art de vérifier les dates historiques. » 


III. C’est en 1809 que Biot a été appelé à la chaire d’Astro- 
nomie de la Faculté des Sciences, dont il est resté titulaire 
jusqu’en 1846. Les premiers Ouvrages qui ont inauguré sa longue 
et brillante carrière sont un essai de Géométrie analytique, ap- 
pliquée aux courbes et aux surfaces du second ordre, un Traité 
d’Astronomie physique, et une traduction de la Physique méca- 
nique de Fischer, augmentée de Notes sur les anneaux colorés, 
la double réfraction et la polarisation de la lumière. Le Traité de 
Géométrie analytique, fort remarquable par la simplicité et la 
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clarté de l'exposition, n’a pas été le seul travail mathématique de 
l’illustre savant; on lui doit encore des notions élémentaires de 
Statique et des recherches sur lintégration des équations aux 
différences partielles et sur les vibrations des surfaces, publiées 
dans les Mémoires de l’Institut. Mais c'est à la Physique et à 
Astronomie qu'il devait entièrement consacrer son activité scien- 
tifique, et, de 1810 à 1826, nous le voyons quitter la chaire d’As- 
‘tronomie pour professer, à la demande de ses collègues, la parue 
de la Physique relative à l’acoustique, au magnétisme et à la lu- 
mière. C’est en 1815 qu'il reconnut la polarisation rotatoire dans 
l'essence de térébenthine, découverte d’une importance capitale 
et qui a été jusqu’à la fin de sa vie l’objet de ses recherches. Le 
Traité d’Astronomie physique en cinq volumes, dont la troisième 
édition a été publiée avec le concours de M. Lefort, est continuel- 
lement employé par les astronomes, auxquels il rend les plus grands 
services (!). D’autres travaux d’une nature bien différente ont 
aussi contribué à son illustration. 

Biot était un érudit et un écrivain; il a appartenu à l’Académie 
des Inscriptions et Belles-Lettres et à l'Académie française. Il a 
publié des Mélanges scientifiques et littéraires en trois volumes, 
un précis de l’histoire de l’Astronomie chinoise, des études sur 
l’Astronomie indienne, des recherches sur lAstronomie égyp- 
tienne. Le mérite de ces Ouvrages le place, avec ses travaux de 
Physique et d’Astronomie, parmi les hommes de science les plus 
considérables et les plus renommés de notre époque. 


IV. Les Sciences mathématiques ont été représentées avec éclat, 
au commencement de ce siècle, par d'illustres géomètres; Poisson 
figure parmi eux à côté de Laplace, de Lagrange et de Fourier. 
C’est surtout de l’auteur de la Mécanique céleste qu'il se rap- 
proche par la nature de ses travaux, son génie analytique, sa 
puissance pour mettre en œuvre toutes les ressources du calcul, 
Lagrange, à qui l’on doit la Mécanique analytique et de grandes 
découvertes dans la théorie du son et la mécanique céleste, avait 
consacré une part importante de ses efforts aux mathématiques 





(1) On trouvera à la fin une Note sur cet important Ouvrage, que notre savant 
collègue, M. Wolf, a bien voulu écrire, à ma demande. | 
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abstraites ; après avoir fondé le calcul des variations, il a laissé la 
trace de son génie dans l’Algèbre et la théorie des nombres. Pour 
Laplace et Poisson, l’analyse pure n’est point le but, mais l’instru- 
ment, les applications aux phénomènes physiques sont leur objet 
essentiel, et Fourier, en annonçant à l’Académie des Sciences les 
travaux de Jacobi, a exprimé le sentiment qui dominait à son 
époque dans ces termes que nous reproduisons : 

« Les questions de la Philosophie naturelle qui ont pour but 
l'étude mathématique de tous les grands phénomènes sont aussi un 
digne -et principal objet des méditations des géomètres. On doit 
désirer que les personnes les plus propres à perfectionner la science 
du calcul dirigent leurs travaux vers ces hautes applications, si 
nécessaires aux progrès de l'intelligence humaine. » 

Mais, en ayant un autre but, Poisson et Fourier contribuent au 
développement de l'Analyse, qu'ils enrichissent de méthodes, de 
résultats nouveaux, de notions fondamentales. Nous allons essayer 
de montrer l'importance des découvertes de Poisson dans le 
domaine de la Physique mathématique, en jetant un coup d'œil 
rapide sur quelques-uns de ses Mémoires. 

Le premier des travaux du grand géomètre sur lequel nous ap- 
pellerons l’attention se rapporte à la théorie de l'attraction. Laplace 
avait obtenu une équation célèbre, de la plus grande importance, 
à laquelle satisfait le potentiel de l'attraction de masses attirantes 
sur un point extérieur. Poisson a donné la nouvelle relation qui 
convient à un point intérieur, en supposant la densité de la masse 
attirante constante, et Gauss a étendu ensuite son résultat au cas 
où la densité varie suivant une loi quelconque. 

Un autre Mémoire des plus justement renommés est relatif à la 
distribution de l'électricité à la surface des corps conducteurs. 
Poisson se propose, en partant des lois de Coulomb, de déter- 
miner analytiquement la distribution de l’électricité à la surface 
de ces corps et de comparer le résultat des calculs aux observa- 
tions. Il expose au début de son Mémoire les bases de sa théorie, 
et ces généralités, maintenant classiques, nous sont devenues si 
familières qu’on néglige souvent d’y associer le nom de leur auteur. 
Son principe est de ramener le problème de l'équilibre électrique 
sur un corps à trouver quelle doit être l’épaisseur de la couche 
fluide en chaque point de la surface, pour que l’action de la 
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couche entière soit nulle à l’intérieur du corps électrisé ; 11 établit 
aussi que la pression électrostatique en chaque point est propor- 
tionnelle au carré de l’épaisseur. Cela étant, et en se fondant sur 
la condition donnée par Laplace dans le Tome III de la Hécanique 
céleste, pour que l'attraction d’une couche limitée par deux sur- 
faces à peu près sphériques soit nulle sur les points intérieurs, 
Poisson en conclut la distribution de l'électricité à la surface d’un 
- sphéroïde peu différent d’une sphère. De ses formules 1l ture 
une conclusion bien importante : c’est que, pour ces sphéroïdes, 
l'épaisseur électrique en chaque point est proportionnelle à la force 
répulsive du fluide. L'illustre auteur ajoute : « Il est naturel de 
supposer ce résultat général »; mais la démonstration lui échappe, 
c'est Laplace qui la lui donne en complétant en un point essentiel 
le beau Mémoire dont nous faisons l'analyse. Poisson étudie par- 
ticulièrement le problème de deux sphères parfaitement”conduc- 
trices, à une distance quelconque l’une de l’autre. La solution très 
simple qu'il obtient par des intégrales définies, dans le cas où 
elles se touchent, montre qu’au point de contact l'épaisseur est 
nulle. Si les sphères viennent à être séparées, chacune emporte la 
quantité totale d'électricité dont elle était couverte, et, dès 
qu’elles sont soustraites à leur influence réciproque, cette électri- 
cité se distribue uniformément sur chaque sphère. L'analyse de 
Poisson fait connaître le rapport des épaisseurs moyennes en fonc- 
ton du rapport des deux rayons; elle montre, en particulier, 
qu'après la séparation l’épaisseur est toujours plus grande dans 
le plus petit des deux globes. Les résultats du calcul sont comparés 
aux nombres trouvés par Coulomb, au moyen du plan d’épreuve, 
et l’accord est aussi satisfaisant que possible, l’erreur ne dépassant 
jamais un trentième de la grandeur mesurée. 

La théorie mathématique de l'électricité statique est peut-être 
le Chapitre le plus parfait de la Physique mathématique, et, 
nous venons de le voir, c’est à Poisson que revient la gloire d’en 
avoir posé les principes, et par conséquent ouvert la voie aux géo- 
mètres illustres qui ont porté cette théorie au plus haut point de 
perfection. 


Nous abordons maintenant un autre ordre de phénomènes dans 
l'étude desquels le grand analyste a encore été un'‘initiateur : je. 


veux parler du magnétisme. Partant de l'hypothèse de Coulomb 
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qu'un corps aimanté est composé d’un nombre immense d’aimants 
élémentaires, . Poisson développe la théorie du potentiel magné- 
tique et démontre ce résultat remarquable que, dans le calcul de 
l’action: d’un corps aimanté sur un point extérieur, on peut sub- 
stituer à l’aimant réel une double distribution fictive de matière 
magnétique, l’une superficielle relative à la surface du ‘corps, 
l’autre relative à son volume. Ces vues, aujourd’hui classiques, se 
présentaient sans doute assez facilement; mais Poisson eut ensuite 
la hardiesse d'aborder le problème du magnétisme induit. On sait 


qu'une masse de fer doux s’aimante en présence de corps magné- 
tiques, et 1l s’agit de trouver la distribution du magnétisme dans 


cette masse. Dans ce but, Poisson fait l'hypothèse que le corps est 
composé de particules magnétiques, séparées par des intervalles 
où ne pénètre pas le magnétisme, de sorte que la séparation des 
deux fluides se fait dans chaque élément sans obstacle. Il suppose 
ensuite, pour pouvoir mettre le problème en équation, que les mo- 
lécules sont sphériques; il'est encore obligé de faire diverses hy- 
pothèses, d'ordre analytique cette fois, sur des intégrales : mul- 


tiples indéterminées, auxquelles le conduit son analyse. Quoi 


qu'il en:soit de ces hypothèses et du manque de rigueur de cer- 
taines déductions, la forme des équations auxquelles arrive le 
grand géomètre n’a pas été modifiée par les travaux ultérieurs; il 
est seulement impossible de conserver à certaines constantes la 
signification qu'il croyait pouvoir leur donner. Citons, entre autres 
résultats, cette belle proposition que, quand un aimant est produil 
par influence, 1l n’y a de magnétisme libre qu’à sa surface. Poisson 
applique ses savantes formules à la solution complète du problème 
de l'induction d’une masse de fer doux, limitée par deux sphères 
concentriques, sous l’action du magnétisme terrestre, et en con- 
clut une solution aussi simple qu'élégante. N'oublions pas non 
plus que ses Mémoires servent de base à toutes les études:sur le 
magnétisme des navires; la pratique vient donc ainsi apporter sa 
consécration à une œuvre qui, malgré les difficultés qu’elle pré- 
sente encore, est assurée de ne pas périr. 

Nous quitterons les travaux de Physique mathématique en nous 
bornant à indiquer, dans l’œuvre si considérable de Poisson, ses 
recherches sur la capillarité, la théorie. de la chaleur, les lois de 
l'équilibre des surfaces élastiques, la propagation du mouvement 
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dans les fluides élastiques. Nous nous contenterons aussi de men- 
tionner ses Mémoires sur le calcul des variations, le calcul des 
probabilités, l’invariabilité du jour sidéral, la hibration et le mou- 
vement de la Lune autour de la Terre, linvariabilité des grands 
axes des orbites des planètes, et enfin son Traité de Mécanique 
qu'aucun Ouvrage sur cette science n’a encore surpassé et qui 
est entre les mains de tous les géomètres. Dans un grand nombre 
de ses belles et profondes recherches, Poisson a été un continuateur 
de Laplace et a suivi, en s'inspirant de ses travaux et de son gémie, 
l’illustre auteur de la Mécanique céleste. Mais il se rattache aussi 
à l’analyse de notre temps dans une question de la plus grande 
importance et qui présente un intérêt singulier au point de vue de 
l'invention mathématique. On en jugera par la lettre suivante 
que Jacobi a adressée au Président de l’Académie des Sciences, 
en 1850 : 


« M. de Humboldt vient de me communiquer un fragment 
d’une Notice biographique sur M. Poisson, dont la lecture m'a 
donné envie d’adresser, à vous, Monsieur, et à votre illustre Aca- 
démie, quelques remarques sur la plus profonde découverte de 
M. Poisson; mais qui, je crois, n’a bien été comprise ni par 
M. Lagrange, ni par les nombreux géomètres qui l'ont citée, ni 
par son auteur lui-même. Le théorème dont je parle me semble 
ètre le plus important de la Mécanique et de cette partie du Calcul 
intégral qui s'attache à l'intégration d’un système d’équations dif- 
férentielles ordinaires; toutefois on ne le trouve n1 dans les Traités 
de Calcul intégral, ni dans la Mécanique analytique. Comme ce 
théorème ne servait qu'à établir une autre proposition dont La- 
grange avait donné une démonstration plus simple, celui-ci n’en 
parlait dans sa Mécanique analytique que comme d’une preuve 
d’une grande force analytique, sans trouver nécessaire de le faire 
entrer dans cet Ouvrage. Et depuis, tout le monde ne le regardant 
que comme un théorème auxiliaire remarquable par la difficulté de 
le prouver, et personne ne l’examinant en lui-même, ce théorème 
vraiment prodigieux et jusqu'ici sans exemple est résté en même 
temps découvert et caché. 

» Le théorème en question, énoncé convenablement, est le sui- 
vant : | 
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« Un nombre quelconque de points matériels étant tirés par des 
» forces et soumis à des conditions telles que le principe de la 
» conservation des forces vives ait lieu, si l’on connaît, outre l’in- 
» tégrale fournie par ce principe, deux autres intégrales, on en 
» peut déduire une troisième, d’une manière directe, et sans même 
»_employer des quadratures, etc. » 


Poisson a été l'honneur de la Faculté des Sciences: il est mort 
prématurément, en laissant d’admirables travaux et ayant donné 
l’exemple d’une activité ponte extraordinaire. Jacobi aussi 
est mort avant le temps, et c’est après lui qu'a été publié le Mé- 
moire célèbre intitulé : Vova methodus æquationes differentiales 
primi ordinis inter numerum variabilium quemcumque propo- 
sitas integrandi. Le grand analyste, en rappelant la découverte 
de Poisson dont nous venons de parler, découverte donnée sous 
la forme la plus explicite dans le Mémoire sur la variation des 
constantes, s'exprime ainsi : Aabemus hic præclarum exemplum, 
nist animo præformata sint problemata, fiert posse ut vel ante 
oculos posita gravissima inventa non videamus. 


V. Sturm a succédé à Poisson dans la chaire de Mécanique ra- 
tionnelle de la Faculté des Sciences. Le nom de l’éminent géomètre 
est attaché à un théorème qui est l’une des plus importantes pro- 
positions de la théorie des équations algébriques, et à de savants 
Mémoires d'Analyse sur les équations différentielles linéaires du 
second ordre, sur une classe d'équations aux dérivées partielles, 
sur l'optique, etc. Le théorème de Sturm a eu le bonheur de 
devenir immédiatement classique et de prendre dans l’enseigne- 
ment une place qu’il conservera toujours. Sa démonstration, où 
n’éntrent que les considérations les plus élémentaires, est un rare 
exemple de simplicité et d'élégance. Elle intéresse et frappe vive- 
ment les élèves en présentant, sous une forme à la fois mystérieuse 
et facile, la solution, qui avait longtemps éludé tous les efforts, de 
cette question capitale : « Déterminer le nombre des racines d’une 
équation qui sont comprises entre des limites données ». Au début 
de leurs études, elle leur permet de goûter le plaisir délicat et 
élevé que les œuvres du génie n’accordent ordinairement qu’à de 
grands efforts; aussi le nom de l'inventeur devint-il rapidement 
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populaire en France, en Angleterre où la Société royale de Londres 
lui décernait la médaille de Copley, et dans toute l’Europe. Le 
théorème de Cauchy, qui a suivi de près celui de Sturm, l’a dépassé 
en donnant une méthode de même nature pour déterminer le 
nombre des racines imaginaires d’une équalion qui sont à l’inté- 
rieur d’un contour. C'était par la voie ardue du Calcul intégral que 
le grand géomètge avait obtenu sa merveilleuse découverte ; Sturm, 
en collaboration avec Liouville, puis seul dans un autre Mémoire, 
est parvenu à une démonstration entièrement élémentaire de la 
proposition de Cauchy. Plus tard, le théorème de Sturm s’est 
présenté sous un point de vue bien différent de celui de l'inventeur, 
et a été déduit, indépendamment de loute considération de conti- 
nuité, des propriétés des formes quadratiques. Cette voie nouvelle, 
où l’on trouve le nom de Jacobi, a été ouverte par M. Sylvester, 
et Sturm a tenu à honneur de démontrer le premier les résultats 
extrêmement remarquables dont l'illustre analyste anglais n'avait 
donné que l’énoncé. Nous mentionnerons enfin son Cours de 
Mécanique, publié par M. Prouhet, son Cours d'Analyse de l’École 
Polytechnique, Ouvrages d'enseignement qui se recommandent 
par les qualités de clarté et de précision qui se joignaïent, dans 
Sturm, au don de l'invention. | 


VI. La Faculté des Sciences s’est augmentée en 1838 d’une 
chaire de Mécanique PRES et expérimentale. Elle avait été 
créée pour Poncelet, qui s’est illustré dans la Science pure et dans 
les Mathématiques net par de grandes et belles découvertes 
dont nous présentons une rapide esquisse. 

L'œuvre capitale du savant illustre est le Traité. des propriétés 
projectives des figures qui a paru en 1822 et dont une seconde 
édition a été publiée en 1865.. Voici le jugement qu'en porte 
M. Bertrand dans son bel éloge historique de Poncelet, lu à la 
séance publique de l’Académie des Sciences en 1895: … 

« L'étude de toutes les parties du Traité des propriétés projec- 
tives peut seule faire apprécier au lecteur géomètre l’art merveilleux 
qui les fait naître les unes des autres, en conduisant par une voie 
singulière et nouvelle jusqu'aux vérités les moins prévues au 
départ. Les formules algébriques sont strictement bannies des dé- 
monstrations; mais l’Algèbre, depuis Descartes, embrasse trop 
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étroitement la Géométrie pour que rien puisse les désunir; et les 
conceptions les plus subtiles, en guidant, sans se montrer, l’appli- 
cation des principes, en justifient la hardiesse. » 


Cette appréciation profonde et si sxacte de l’éminent Secrétaire 
perpétuel de l’Académie des Sciences, Poncelet en a’ donné les 
éléments et l’a préparée par l’Ouvrage qui a ‘pour titre : Applica- 
tions d'Analyse et de Géométrie qui ont servi de principal 
fondement au Traité des propriétés projectives des figures. 

Je m’arrêterai un moment à cette partie des travaux de l’éminent 
auteur pour montrer qu'en se livrant à son inspiration géomé- 
trique, 1l se trouve conduit aux plus hautes théories de l’Analyse. 

Je remarque tout d’abord qu’une question extrêmement inté- 
ressante traitée dans l’article intitulé : Zxposé géométrique des 
propositions sur les polygones inscrits ou circonscrits d’ordre 
pair et impair, s’est présentée à Güpel dont le nom est attaché à 
l’une des plus grandes découvertes de notre époque, celle des 
fonctions de deux variables qni sont les inverses des intégrales 
hyperelliptiques du premier ordre. Elle a fait le sujet du Mémoire 
du grand géomètre qui a été publié après sa mort : Ueber Pro- 
Jectivät der Kegelschnitte, als krummer Gebilde (Journal de 
Crelle, 1. 36). 

J’appelle ensuite l'attention sur les recherches géométriques et 
analytiques relatives à la projection d’un système de courbes du 
second degré suivant des circonférences de cercle. Les résultats 
exposés dans le Traité des propriétés projectives donnent, comme 
Jacobi l’a montré, la solution complète d’une question analytique 
importante et difficile : la réduction à la forme la plus simple 
d’une intégrale double, à laquelle lillustre analyste a consacré un 
de ses Mémoires (Journal de Crelle, t. 13). 

Je signalerai enfin les théorèmes généraux sur les polygones 
mobiles inscrits à une courbe du second degré, et circonscrits à 
une ou plusieurs autres. Une belle découverte de Jacob1 a révélé le 
lien intime de cette étude avec la théorie des fonctions elliptiques, 
et les formules de cette théorie qui concernent la multiplication de 
Pargument par un nombre entier. 

Les travaux de Géométrie pure n’ont occupé qu’une partie de la 
vie de Poncelet. L'illustre savant est aussi l’inventeur d’une roue 
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hydraulique dont les effets dépassent tout ce qui avait été obtenu 
avant lui, et d’un système nouveau de pont-levis qui a rendu son 
nom populaire. Avant d’être appelé à la Sorbonne, il avait été 
chargé, comme officier du Gémie, de l’enseignement de la Méca- 
nique pratique à l'École d'application de Metz; ses Leçons ont eu 
un éclatant succès el ont encore ajouté à sa célébrité. Réunies et 
complétées par de nombreuses additions, elles forment mainte- 
nant deux Ouvrages d’une haute importance, l/ntroduction à la 
Mécanique industrielle et le Cours de Mécanique appliquée 
aux machines, qui ont été publiés, après la mort de l’auteur, par 
les soins dévoués de M. Kretz. Le géomètre inventeur se retrouve 
dans cet ordre d’études; les questions de pratique le conduisent 
à des recherches qui appartiennent aux régions élevées de 
J'Analyse. C’est ainsi qu'il donne au Journal de Crelle un Mé- 
moire excellent sur l'application de la méthode des moyennes à la 
transformation, au calcul numérique et à la détermination des li- 
mités du reste des séries. Un autre travail, ayant pour objet la 
valeur approchée sous forme linéaire de la racine carrée de la 
somme ou de la différence de deux carrés, a ouvert la voie aux 
recherches originales et profondes qui ont illustré le nom de 


M. Tchebicheff. 


VII. La carrière scientifique de Delaunay, qui a occupé en 1851, 
après Poncelet, la chaire de Mécanique physique et expérimentale, 
s'est ouverte par des travaux d'Analyse. Nous signalerons en 
premier lieu sa Thèse de doctorat sur la distinction des maxima et 


des minima dans les questions qui dépendent du calcul des varlia- 


tions, puis une étude sur la surface de révolution dont la courbure 
moyenne est constante, qui l’a conduit à un résultat très digne 
d'attention. Delaunay montre que, en faisant rouler une ellipse ou 
une hyperbole sur l’axe, le foyer décrit la courbe méridienne de 
cette surface. Il s’est ensuite proposé d’obtenir, parmi les diverses 
courbes isopérimètres tracées sur une surface quelconque, celle 
qui renferme une aire maximum. Une telle courbe est une circon- 
férence de cercle, lorsque la surface est plane; Delaunay établit, 
par une analyse habile, ce théorème qu’en tout point de la courbe 


de longueur donnée qui renferme une aire maximum sur une 


surface quelconque, la sphère qui contient le cercle osculateur de 
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la courbe, et dont le centre est sur le plan tangent, a un rayon 
constant, 

Je signalerai encore un Mémoire sur la théorie des marées qui 
inaugure ses travaux de Mécanique céleste, un Traité de Méca- 


nique rationnelle, un Cours élémentaire de Mécanique théorique 


appliquée, Ouvrages excellents, qui étaient le fruit de son ensei- 
cheat à la Faculté des Sciences et à l’École Polytechnique. 
Mais c’est à l’Astronomie que Delaunay devait surtout consacrer sa 
puissance de travail et son beau talent de géomètre. Une question 
aussi difficile qu'importante, la théorie de la Lune, a été l’objet 
constant de ses efforts; voici sur la méthode qu'il a suivie, et à 
laquelle son nom restera toujours attaché, l’appréciation que notre 
Collègue M. Tisserand a bien voulu me communiquer : 


« Le Verrier a fait une œuvre magistrale en revisant les théories 
de toutes les planètes et les contrôlant rigoureusement par les 
observations. Le domaine de Delaunay est plus restreint; on peut 
dire en effet qu'il s’est occupé presque exclusivement de la Lune. 
Mais 1l faut ajouter que la théorie de notre satellite présente des 
difficultés considérables, en raison de la grandeur de ses pertur- 
bations et de la rapidité de son mouvement, qui nous montre le 
cycle complet des inégalités séculaires et ne permet pas d’em- 
ployer les mêmes méthodes que dans le cas des planètes. A ce 
point de vue, la théorie de la Lune se rapproche plus de celles des 
satellites de Jupiter que des théories des planètes. 

» On peut dire que Delaunay a donné une théorie à très peu 
près complète des perturbations causées par le Soleil dans le 
mouvement de la Lune, en négligeant toutefois l’action des pla- 
nètes. [l a résolu ainsi d’une manière très satisfaisante, au point 
de vue des approximations, le problème des trois corps, dans le 
cas où la masse de l’un d’eux peut être considérée comme évanouis- 
sante. La méthode qu'il a suivie est remarquable au point de vue 
analytique; elle diffère entièrement de celles que l’on avait em- 
ployées jusqu'alors. Elle exige, il est vrai, des calculs considé- 
rables qui remplissent deux énormes volumes in-4°; mais le travail 
est divisé nettement en un grand nombre de parties dont chacune 
se prête à des vérifications faciles. Un astronome américain dis- 
tingué, M. Hill, qui a beaucoup pratiqué la méthode de Delaunay, 
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en fait le plus grand éloge. Il reste toutefois à étudier la conver- 
gence des séries employées; les beaux travaux de M. Poincaré 
paraissent devoir projeter une vive lumière sur ce point délicat. 
Quoi qu'il en soit, on ‘peut affirmer que le travail de Delaunay est 
le plus satisfaisant et le plus complet de tous ceux qui traitent du 
même sujet. Delaunay a fait aussi un pas important dans la déter- 
mination des inégalités à longue période du mouvement de la 
Lune qui proviennent de l’action des planètes ; mais la question 
ne semble pas complètement élucidée, et les recherches de 
Delaunay ne suffisent pas à expliquer complètement toutes Îles 
petites irrégularités de la Lune qui causent encore de cruels soucis 
aux astronomes. » | 


VIIT. La découverte de Neptune a illustré à jamais le nom de 
Le Verrier : elle a été accueillie par une admiration unanime, que 
le temps a consacrée ; elle a été le plus éclatant témoignage de 
la puissance de l'Analyse mathématique dans ses applications aux 
phénomènes célestes. De nombreux et importants travaux l’avaient 
précédée, mais ceux qui l’ont suivie sont d'un tel prix, qu’on peut 
assurer que Le Verrier serait, sans son immortelle découverte, le 
premier astronome de notre époque. 

Sa carrière scientifique s'ouvre par des Mémoires concernant 
les inclinaisons respectives des orbites de Jupiter, Saturne, 
Üranus, et les mouvements des intersections de ces orbites; les 
variations séculaires des éléments elliptiques des sept planètes 
principales; les recherches sur l’orbite de Mercure et sur ses per- 
turbations; la déterminauon de la masse de Vénus et du diamètre 
du Soleil. Tous contiennent les plus importants résultats et mon- 
trent le travail consciencieux et approfondi d’un savant géomètre. 
Le second de ces Mémoires, auquel je m’arrêterai un moment, a 
pour objet principal l’étude d’une équation du septième degré, qui 
joue le plus grand rôle dans la question de l'équilibre du système 
du monde, et dont la forme a l’avantage singulier de faire immé- 
diatement reconnaître la réalité des racines en permettant d’éva- 
luer l'influence de petites variations des coefficients sur leurs 
valeurs numériques. Le beau travail de Le Verrier a appelé l’at-, 
tention de Jacobi, qui a repris la question afin de la traiter par. 
une méthode plus rigoureuse et en poussant plus loin les approxi- 
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mations ; 1l a été aussi l'origine du Mémoire célèbre que Borchardt 
a consacré à une équation de même nature plus générale et d’un 
degré quelconque. 

C’est dansles Annales de l'Observatoire de Paris que le grand 
astronome a réuni et coordonné son œuvre qui comprend les. 
théories du Soleil et des huit planètes principales, exposées sous 
le point de vue du calcul, des observations, de la comparaison 
de la théorie avec les observations et de la formation des Tables. 
On demeure confondu devant la perfection et l’immensité d’un tel 
travail, où la patience et la conscience la plus scrupuleuse se 
joignent à la plus profonde intelligence des méthodes de la Méca- 
nique céleste. Ces méthodes, qui sont essentiellement celles de 
Laplace, sont exposées dans une Introduction dont le premier 
Chapitre résume les connaissances analytiques suffisantes au lec- 
teur; on remarquera qu'elles se réduisent à un petit nombre de 
points, la trigonométrie rectiligne et sphérique, le développement 
des fonctions en séries, l’interpolation des suites, le calcul des in- 
tégrales par les quadratures et la résolution d’un système d’équa- 
tions de condition en nombre supérieur au nombre des inconnues. 
Il a été donné à l’illustre auteur de ne point laisser son œuvre 
inachevée; Le Verrier a corrigé sur son lit de mort les dernières 
feuilles de la théorie de Neptune, léguant à lAstronomie un mo- 
nument impérissable qui sera l'honneur de son nom et de la Science 
de notre pays. 


IX. Lamé est un des plus beaux génies mathématiques de notre 
temps. Des découvertes capitales qui ont ouvert de nouvelles voies 
dans la théorie de la chaleur, la théorie de l’élasticité, l’analyse 
générale, le placent au nombre des grands géomètres dont la trace 
reste à jamais dans la Science. 

Le Mémoire sur les surfaces isothermes dans les corps solides 
homogènes en équilibre de température, dont nous parlons en 
premier lieu, est un chef-d'œuvre d'invention. Au début, 1l donne 
cette découverte capitale que, lorsqu'on entretient à des tempé- 
tures constantes les parois d’une enveloppe solide, limitée par 
des surfaces du second ordre, les surfaces d’égale température, 
dans l’intérieur de cette enveloppe, sont encore des surfaces du 
second ordre ayant les mêmes foyers que les précédentes. Vient 
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ensuite l’idée originale, et qui devait être si féconde, des coor- 
données elliptiques, consistant à déterminer un point de l’espace 
par l'intersection d’un ellipsoïde et de deux hyperboloïdes, l’un à 
une nappe et l’autre à deux nappes, ayant tous trois les mêmes 
foyers. Lamé démontre que ces surfaces homofocales sont ortho- 
gonales et se coupent suivant leurs lignes de courbure, en ouvrant 
ainsi la voie à de belles et importantes recherches de Géométrie 
‘pure, où il s’est rencontré avec Binet et Dupin. Puis il applique 
à l’intégration de l’équation aux dérivées partielles de la théorie 
de la chaleur les nouvelles variables, qui sont les paramètres de 
ces surfaces; sa méthode et les résultats qu’il obtient font l’ad- 
miration des analystes. Dans quatre Ouvrages ayant pour titres : 
Leçons sur les fonctions inverses des transcendantes et les 
surfaces isothermes; Sur les coordonnées curvilignes et leurs 
diverses applications ; Sur la théorie analytique de la chaleur ; 
Sur la théorie mathématique de l’élasticité, le grand géomètre 
a complètement et admirablement développé les conséquences des 
théories qui étaient en germe dans son premier Mémoire. Les 
Leçons sur l’élasticité, où sont traités les points les plus élevés et les 
plus difficiles de la théorie de la lumière, servent aussi de fonde- 
ment à un grand nombre d'applications pratiques; Lamé était un 
ingénieur et un physicien. Les Leçons sur les fonctions inverses 
des transcendantes et Les surfaces isothermes contiennent une expo- 
sition des découvertes de Jacobi sur la transformation des fonctions 
elliptiques. L'illustre auteur, après s’être engagé, au début de ses 
travaux, dans les voies ouvertes par Fourier et Poisson, apportait 
son concours aux grandes questions de Analyse de notre temps. 
Il a donné un Mémoire extrêmement remarquable sur l’un des 
plus difficiles sujets de l’Arithmétique, en démontrant ce qu'on 
nomme le dernier théorème de Fermat, dans le cas où l’expo- 
sant est égal au nombre sept. On lui doit un Ouvrage de Physique 
en trois volumes, un examen des différentes méthodes employées 
pour résoudre les problèmes de Géométrie, où l’on reconnaît son 
beau talent, puis divers Opuscules, parmi lesquels un plan d’écoles 
générales et spéciales, pour l’agriculture, l’industrie manufactu- 
rière, le commerce et l’administration, publié en collaboration 
avec Clapeyron. 


Lamé a consacré sa vie entière à la Science, avec un désintéres- 
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sement et un dévouement dont le souvenir se Joint à notre admi- 
ration pour son génie et les découvertes qui ont rendu son nom 
impérissable. 


X. Les travaux mathématiques de Liouville embrassent les di- 
verses parties de l’Analyse, la Mécanique céleste et la Physique 
mathématique, le Calcul intégral, la Géométrie et l’Algèbre, la 
théorie des fonctions elliptiques et la théorie des nombres; tous 
sont le témoignage d’un talent de premier ordre et d’une activité 
scientifique qui ne s’est jamais interrompue. 

Les premiers Mémoires du savant géomètre, publiés dans le 
Journal de l'École Polytechnique, ont pour objet le calcul des 
différentielles à indices quelconques, entrevu par Leibnitz; des 
recherches intéressantes sur les équations aux dérivées partielles 
de la théorie de la chaleur, et la détermination sous forme expli- 
cite des intégrales de différentielles algébriques. Sur ce point, 
Liouville à obtenu un résultat important, qui est devenu clas- 
sique, en démontrant avec simplicité et élégance la proposition 
énoncée par Abel, que, dans l'expression de l’intégrale, les loga- 
rithmes et les intégrales elliptiques ne peuvent entrer que sous 
forme linéaire. Ces recherches ont pour conséquence d’établir en 
toute rigueur que les premières transcendantes de l’Analyse ne 
peuvent s'exprimer par les éléments algébriques, que les intégrales 
elliptiques ne peuvent être représentées par des combinaisons, en 
nombre fini, de fonctions algébriques, de logarithmes et d’expo- 
nentielles. La même conclusion est aussi obtenue, dans un cas 
plus difficile, pour les intégrales elliptiques, de première et de 
seconde espèce, considérées comme fonction du module. Ces 
questions, comme le remarque Liouville, ont quelque rapport avec 
la théorie des nombres; c’est en effet dans le même ordre d'idées 
qu’il aborde plus tard les transcendantes numériques. Il démontre, 
le premier, que la base des logarithmes hyperboliques ne peut être 
la racine d’une équation du second degré ou même d’une équation 
bicarrée à coefficients entiers ; il obtient ensuite un résultat extrême- 
ment digne de remarque, en établissant que des séries numériques 
d’une loi simple, qui assurent une convergence suffisamment ra- 
pide, ne peuvent satisfaire à aucune équation algébrique à coeffi- 
cients entiers. Le Mémoire sur quelques propositions générales de 
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Géométrie et sur la théorie de l'élimination dans les équations 
algébriques contient des propositions d’un haut intérêt, établies 
par une méthode facile et élégante; on y remarque entre autres une 
démonstration très simple des théorèmes donnés par Jacob1 dans 
le Mémoire célèbre qui estintitulé : T'heoremata nova algebrica 
circa systema duarum equationum, inter duas variabiles pro- 
positarum (Journal de Crelle, t. 14). 

Les travaux de Physique mathématique montrent avec éclat le 
talent de l’illustre analyste; le problème de l’équilibre de la cha- 
leur dans un ellipsoïde homogène, le problème de Gauss sur la 
distribution à la surface de l’ellipsoïde d’une manière attractive 
ou répulsive, de manière qu’en chaque point le potentiel ait une 
valeur donnée, sont traités par une méthode qui est un chef- 
d'œuvre de clarté et de simplicité. Deux lettres adressées à la 
même époque à M. Blanchet, sur diverses questions d'Analyse 
et de Physique mathématique, sont un travail admirable qui jette 
la plus vive lumière sur les découvertes de Lamé, en y ajoutant 
des résultats entièrement nouveaux et de la plus grande impor- 
tance. 

Liouville a abordé le premier la théorie des fonctions uniformes 
doublement périodiques, et établi cette importante proposition 


que, dans le cas où elles n’ont qu'un nombre fini de pôles à Pinté- 


rieur du parallélogramme des périodes, elles s'expriment par une 
fonction rationnelle du sinus d'amplitude et de sa dérivée. 

Ses recherches PA EURE contiennent une foule de Déaux 
théorèmes dont il s’est contenté de donner les énoncés, et qui 


ont été démontrés après lui, sur les fonctions numériques relatives. 


aux diviseurs des nombres, sur les questions les plus difficiles de 
la théorie des formes quadratiques à deux et à un plus grand 


nombre d’indéterminées; elles ont montré sous un nouveau point 


de vue le rôle des identités analytiques dans la théorie des 


nombres et contribueront au progrès de cette branche de la 


Science. 
À tant de beaux travaux qui ont illustré sa carrière, le savant 


géomètre a joint la publication du Journal de Mathématiques. 


pures et appliquées, depuis 1836 jusqu’à 1854; c’est, avec le 


Journal de Crelle, le Recueil le plus important pour la CNE à. 


celte époque. 
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XI. Serret a occupé les chaires d'Algèbre supérieure et d’Astro- 
nomie, à titre de suppléant de Francœur et de Le Verrier, avant 
de succéder à Lefébure de Fourcy dans l’enseignement du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral. Ses Leçons, claires et substan- 
telles, ont eu le plus grand succès, et il a laissé à la Faculté des 
Sciences le souvenir d’un éminent professeur. C'était aussi un 
beau talent mathématique; son Cours d’Algèbre supérieure est un 
excellent Ouvrage, le meilleur qu’on possède sur cette Science et 
qui se trouve entre les mains de tous les géomètres. Ses Mémoires 
sur la représentation des intégrales elliptiques par des ares de 
courbé offrent, avec une analyse ingénieuse et élégante, des résul- 
tats très intéressants, dont laouville a fait ressortir le mérite et 
auxquels 1l a ajouté des remarques importantes. D’autres Mémoires 


ont pour objet la surface réglée dont les rayons de courbure prin- 


Cipaux sont égaux et dirigés en sens contraire, les surfaces dont 
les lignes de courbure sont planes ou sphériques, la théorie des 
intégrales eulériennes, la théorie des courbes à double courbure, 
l’équation de Képler et les séries qui se présentent dans la théorie 
du mouvement elliptique des corps célestes, la théorie du mou- 
vement de la Terre autour de son centre de gravité. Ce dernier 
travail. a paru dans les Annales de l'Observatoire de Partis; 
il simplifie et complète en des points essentiels les recherches de 
Poisson sur cette grande et difficile question; c’est l’œuvre mathé- 
matique la plus importante de Serret. En Algèbre, on lui doit 
encore des recherches sur le nombre de valeurs que peut prendre 
une fonction quand on y permute les lettres qu’elle renferme, et 
sur les équations abéliennes, dans le cas où la relation qui lie deux 


racines ‘est linéaire par rapport à chacune d'elles. Il faut aussi 


mentionner une Note sur une question arithmétique à laquelle est 
attaché le nom célèbre de Dirichlet, et qui présente beaucoup d’in- 
térêt. Serret établit de la manière la plus ingénieuse, au moyen 
des principes élémentaires, ces cas particuliers de la proposition 
du grand géomètre allemand : qu’il existe une infinité de nombres 
premiers dans les progressions arithmétiques dont la raison est 
8 ou.12. Notre Collègue a couronné sa carrière scientifique par 
une œuvre considérable qui lui mérite la reconnaissance du monde 
mathématique. Il s’est consacré avec les soins les plus consciencieux 
à l'édition, publiée sous les auspices du Ministre de l’Instruction 
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publique, des OEuvres de Lagrange. Une mort prématurée ne lui a 
pas permis de conduire à sa fin ce grand travail; l’entreprise a été 
recueillie et continuée par M. Darboux, membre de l’Académie 
des Sciences, avec le même zèle, le même dévouement pour la 
mémoire de l’immortel géomètre. 


XII. Duhamel a été pendant vingt années, de 1849 à 1869, 
professeur d’Algèbre supérieure; voici l’appréciation de sa carrière 
scientifique dont je suis redevable à M. Bertrand : 


« Duhamel, élève et ami de Fourier et d'Ampère, aimait sur- 
tout dans les Mathématiques les applications à la Physique. La 
beauté des problèmes et l'élégance des méthodes d'Analyse l’inté- 
ressaient moins que les résultats. C’est par là surtout qu'il diffé- 
rait de Lamé, son condisciple de l’École Polytechnique et son 
ami. 

» La théorie de la chaleur, celle de l’élasucité et l’étude des 
cordes vibrantes lui devaient des travaux de premier ordre. Il a le 
premier, dans létude de la propagation de la chaleur, substitué 
au corps homogène considéré par Fourier un cristal dont la con- 
ductibilité n’est pas la même dans toutes les directions. De belles 
expériences de de Sénarmont ont vérifié les conclusions du calcul. 
Dans l’étude des cordes vibrantes, Duhamel a été plus heureux 


encore, et sur ce sujet tant étudié 1l a su donner des principes 


nouveaux. Le Mémoire de Duhamel a été admiré et loué par 
Cauchy, il est devenu classique. 

» Duhamel, indépendamment des applications, voyait surtout 
dans les théories mathématiques un utile exercice de logique. La 
dialectique dans ses Lecons a souvent tenu une grande place. Sa 
maxime était qu'il importe moins d'étendre le champ des études 
que de plier les esprits à une discipline sévère. Il aimait la clarté, 
mais exigeait la rigueur. Il reprenait parfois, pour se donner le 
plaisir de les réfuter, les vieilles objections des sophistes grecs. 
L'Histoire de la Science ajoutait souvent à l'intérêt de ses Leçons. 
Chez les plus grands génies qu’il mettait en scène, la méthode 
surtout le préoccupait. Depuis Archimède jusqu’à Lagrange; :l 
aimait à montrer le progrès, la transformation et souvent l’équi- 
valence des principes. Parmi les beaux Mémoires qu’il a composés 
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et les Ouvrages classiques que la Science lui doit, aucun n’a été 
écrit avec plus de plaisir et de soin, avec un sentiment plus vif du 
service rendu à ses successeurs, que son dernier écrit sur les mé- 
thodes d'enseignement de la Science. 

» Peu de savants aussi éminents ont appliqué avec autant de 
force un esprit créateur à la perfection de l’art d'enseigner. » 


XIII. Chasles est l’une des plus grandes illustrations de la Fa- 
culté; ses découvertes en Géométrie, les Ouvrages qu’il a publiés 
sur cette Science l’ont placé au premier rang parmi les savants de 
l'Europe et rendu son nom à jamais célèbre. Pendant un demi- 
siècle, les travaux de notre Collègue se sont succédé sans relâche, 
accueillis avec admiration, élevant la Géométrie à cette hauteur 
où elle se rejoint aux théories profondes du Calcul intégral, et 
contribuant pour la plus importante part à son développement et 
à ses progrès à notre époque. De grandes et belles découvertes 
en Mécanique se sont ajoutées à son œuvre principale, ainsi que 
des recherches d’érudition sur les Mathématiques et l’Astronomie 
des Indiens et des Arabes; nous indiquerons succinctement ces 
travaux qui ont jeté tant d'éclat et sont présents à toutes les 
mémoires. 

C’est dans la question célèbre de l’attraction des ellipsoïdes que 
Chasles a donné un mémorable exemple de sa puissance d'invention 
par les méthodes de la Géométrie pure. Maclaurin était parvenu 
par la voie géométrique à cette belle proposition, que deux ellip- 
soïdes homogènes homofocaux exercent sur un point d’un de 
leurs axes principaux des actions dirigées suivant la même droite 
et proportionnelles à leurs masses. Laplace et Legendre avaient 
ensuite, par deux méthodes analytiques différentes, étendu ce 
résultat au cas d’un point quelconque. Chasles réussit à établir la 
généralisation du théorème de Maclaurin, et par suite à fonder 
uniquement sur de simples considérations géométriques cette 
théorie difficile de l’attraction des ellipsoïdes, qui avait demandé 
tant d'efforts aux plus illustres analystes : Laplace, Legendre, 
Gauss, Ivory, Poisson et Dirichlet. | 

Peu après, l’illustre géomètre découvre sur les surfaces de niveau 
l’une des plus générales et des plus importantes propositions de la 
théorie de l’attraction, qui s'applique à l’électricité statique et à la 
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chaleur. Si l’on considère une surface de niveau relative à l’action 
d'un corps limité quelconque qui lui est intérieur, comme recou- 
vrant une couche homogène infiniment mince, dont les épaisseurs 
en chaque point soient en raison inverse de leur distance à la sur- 
face de niveau infiniment voisine, on aura ces deux propriétés : 
1° cette couche n’exercera aucune action sur un point intérieur; 
. 2° l’attraction sur un point extérieur aura la même direction que 
l'attraction exercée par le corps lui-même, et les intensités des deux 
attractions seront proportionnelles aux masses attirantes. : :: 

Des recherches d’un autre:genre se joignent à ces admirables 
découvertes; l’infatigable savant semble se distraire et se délasser 
en s’occupant des Ouvrages mathématiques des Hindous et de 
l'origine ‘de notre système de numération. Il établit qu'un passage 
célèbre de la Géométrie de Boëce, la Lettre de Gerbert à Cons- 
tantin et les autres écrits du x°et du xr° siècle sur l’abacus sont des 
Traités d’Arithmétique décimale, et qu'ils ont servi conime d'in- 
troduction, dans les écoles du moyen âge, aux quatres parties du 
quadrivium, et notamment à la Géométrie. Mais les travaux d’éru- 
dition ne portent point préjudice à l'invention, mathématique; 
Chasles découvre les théorèmes, devenus classiques, sur les pro- 


priétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit d’un. 


corps solide libre dans l’espace, puis les propriétés générales des 
arcs d’une section conique dont la différence est rectifiable, qui 
appartiennent autant à la théorie des fonctions elliptiques qu’à la 
Géométrie. Parmi bien d’autres, je cite seulement ces théorèmes 
qui se lient à ceux de Poncelet : | | 

Quand un polygone d’un nombre quelconque de côtés est inscrit 
à une ellipse et circonscrit à une seconde ellipse homofocale, son 
périmètre est un maximum par rapport à la première courbe etun 
minimum par rapport à la seconde, et ses côtés déterminent sur 
l’ellipse inscrite des arcs ayant, deux à deux, des différences 
rectifiables. Les polygones, en nombre infini, inscrits dans la 
Fra courbe et circonscrits à la seconde, ont le même péri- 
mètre 

C’est l’époque la AL féconde de F vie scientifique si remplie 
de l'illustre inventeur; des fonctions elliptiques son génie géo- 
métrique l’a conduit aux transcendantes plus complexes, qu'on 
nomme tntégrales hyperelliptiques de premier ordre. Jacobi, 


f 
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en employant les méthodes de Lamé, auquel il a rendu un éclatant 
hommage, venait d'obtenir, au moyen de ces intégrales, l'équation 
des lignes géodésiques à la surface de l’ellipsoïde. Chasles fait voir 
que les résultats du grand analyste, déduits des plus profonds 
calculs, se démontrent par la seule Géométrie, et il y ajoute des 
théorèmes, extrêmement remarquables, sur la description des 
lignes de courbure des surfaces du second degré. Je dois mainte- 
nant me contenter d'indiquer, dans une succession de Mémoires, 
qui sont des chefs-d’œuvre, les recherches sur les courbes planes 
et à double courbure du troisième ordre; la théorie analytique des 
courbes à double courbure tracées sur l’hyperboloïde à une nappe: 
les propriétés générales des courbes gauches tracées sur Phyper- 
boloïde; les propriétés des surfaces développables circonscrites à 
deux surfaces du second ordre; le principe de correspondance 
entre deux objets variables, qui peut être d’un grand usage en 
Géométrie ; la théorie des caractéristiques. 

Il faut aussi me borner à mentionner la restitution des trois 
Livres des Porismes d’Euclide, d’après la Nouce et les Lemmes de 
Pappus; l’histoire des Mathématiques, ainsi que des recherches sur 
l'Astronomie des Arabes. A tant de beaux et importants travaux 
lillustre géomètre à joint un Ouvrage capital, écrit avec une ad- 
mirable clarté, où l’érudition se joint à la plus haute science : 
l’Aperçu historique sur l’origine et le développement des mé- 
thodes en Géométrie, particulièrement celles qui se rapportent 
à la Géométrie moderne. Le Traité de Géométrie supérieure, 
le Traité des sections coniques, le Rapport sur les progrès de 
la Géométrie sont aussi des OEuvres d’une haute importance. 

Nous venons de jeter un coup d’œil rapide sur les découvertes 
et les travaux qui ont à jamais illustré le nom de Chasles : 1l nous 
reste à dire que ses amis el tous ceux qui ont connu notre cher 
et vénéré Collègue gardent l’inaltérable souvenir de la bonté qui, 
chez le grand géomètre, était la compagne du génie. 


XIV. Les OEuvres de Cauchy occupent une place immense 
dans la Science. Toutes les parties des Mathématiques, la Géomé- 
trie, l’Algèbre, la Théorie des nombres, le Calcul intégral, la Mé- 
canique, l'Astronomie, la Physique mathématique, lui doivent les 
plus grandes découvertes. Plus de sept cents Mémoires, qui ont 
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été publiés soit à part, soit dans les Comptes rendus, les Mémoires 
de l’Académie des Sciences et les principaux Recueils du temps; 
puis des Ouvrages d’une importance capitale : Les anciens et 
les nouveaux Exercices de Mathématiques, l'Analyse algé- 
brique, le Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, etc., 
sont le témoignage de sa prodigieuse activité scientifique et de la 
fécondité de son génie. Il faut renoncer à énumérer tant de tra- 
vaux, à faire l'appréciation de tant de découvertes, à dire leur rôle 
dans la Science et leur influence sur ses progrès. Mais, dans 
l’œuvre si étendue de Cauchy, une part principale doit être donnée 
à l’idée fondamentale d’étendre la notion première de l'intégrale 
définie, en faisant passer la variable, d’une limite à l’autre, par 
une succession de valeurs imaginaires, par un chemin arbitraire. 
La Science n’a point d'exemple d’une conception plus féconde : 
elle a été la source des plus belles découvertes de son auteur ; elle 
est entrée dans les éléments et son usage est continuel en Ana- 
lyse. Elle a donné naissance au Calcul des résidus que le grand 
géomètre applique à la détermination des intégrales défimies, à 
l’intégration des équations linéaires et des systèmes d'équations 
linéaires à coefficients constants, à l'intégration des équations aux 
différences partielles, en satisfaisant aux conditions imposées dans 
les problèmes de Physique mathématique et, en Astronomie, au 
développement de la fonction perturbatrice. Elle l’a conduit à 
la résolution, au moyen d’intégrales définies, des équations algé- 
briques et transcendantes, et à la découverte admirable d’une mé- 
thode analogue à celle du théorème de Sturm, pour obtenir le 
nombre des racines imaginaires d’une équation algébrique dans 
un contour. Elle donne l’explication des valeurs multiples du loga- 
rithme, de l'arc sinus, des intégrales des fonctions rationnelles’et 
algébriques; elle conduit à considérer la valeur d’une fonction en 
un point comme pouvant dépendre du chemin suivi pour parvenir 
à ce point. 

Ces résultats ont levé des difficultés dont l’histoire de la Science 
conserve la trace, et qui ont longtemps arrêté les géomètres ; ils 
ont ouvert la voie à la théorie générale des fonctions, l’œuvre ana- 
lytique importante de notre temps. À cette œuvre Cauchy a donné 
la première impulsion ; ceux qui la poursuivent aujourd'hui 
sont ses continuateurs ; les découvertes mémorables de Riemann 
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et de M. Weierstrass dans cette voie, le théorème célèbre de 
M. Mittag-Leffler ont été préparés par les travaux du grand 
géomètre français. C’est à Cauchy qu'est due l'expression d’une 
fonction, en tous les points d’une aire, par une intégrale relative 
au contour de cette aire, qui est un élément analytique fonda- 
mental, et dont se tirent si facilemént les séries de Maclaurin 
et de Taylor, celles de Lagrange, de Fourier, et les plus impor- 
tantes propositions de la théorie des fonctions uniformes. Nous 
ne pouvons omettre, non plus, de rapporter à la notion de 
l’intégrale prise le long d’une courbe la méthode la plus facile 
pour établir les propriétés des fonctions doublement périodiques. 
L’Analyse, en étendant son domaine, aplanit la voie souvent si 
laborieuse, si pénible à suivre, des premiers inventeurs; ses prin- 
cipes gagnent en puissance et deviennent d’un accès plus facile, 
les méthodes prennent une complète rigueur, et Cauchy a la plus 
grande part à ces importants progrès. Parmi tant d'exemples, je 
citerai, dans la théorie du mouvement des planètes, la détermina- 
tion de la valeur limite que ne doit pas dépasser l’excentricité, 
pour que l’anomalie excentrique et le rayon vecteur soient déve-. 
loppables en séries convergentes. Le résultat qu’a découvert Laplace 
au prix des plus grands efforts et par une analyse d’une étonnante 
hardiesse, Cauchy l’obtient au moyen d'une méthode absolument 
rigoureuse, et si facile qu'elle est entrée dans l’enseignement. 
L'illustre géomètre laisse à jamais l’empreinte de son génie dans 
ces grandes et belles questions que j'ai indiquées rapidement. En 
Géométrie élémentaire, je mentionnerai comme présentant un 
caractère unique la démonstration de cette proposition, qu’un 
polyèdre convexe quelconque ne peut être changé en un autre 
polyèdre convexe qui serait compris sous les mêmes plans polygo- 
naux et disposés dans le même ordre les uns à l’égard des autres. 
En Arithmétique, Cauchy donne la démonstration, vainement 
cherchée jusqu’à lui, du théorème énoncé par Fermat, que tout 
entier est décomposable en trois nombres triangulaires, en quatre 
carrés, Ou cinq nombres pentagones, elc. Ses autres travaux, sur 
les sommes alternées et la représentation des nombres premiers 
ou de leurs puissances par les formes quadratiques de déterminant 
négatif que Gauss a nommées principales, sont du plus haut 
intérêt. Les recherches algébriques concernent surtout la théorie 
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des subsututions, la détermination du nombre de valeurs qu'une 
fonction peut recevoir lorsqu'on y permute de toutes les manières 
possibles les lettres qui y entrent ; elles ont conduit à des théorèmes 
connus de tous les géomètres et ont servi de base aux beaux tra- 
vaux de M. Camille Jordan sur cette question aussi importante que 
difficile. : | 

‘n Mécanique, il faut mentionner le Mémoire sur la théorie 
des ondes, couronné par l’Académie des Sciences; ceux qui ont 
pour objet l'équilibre et le mouvement d’une lame solide, les vi- 
brations longitudinales d’une verge cylindrique ou prismatique à 
base quelconque; la question, déjà traitée par Navier, de Péqui- 
hbre et du mouvement d’un système de points matériels, sollicités 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelles; les vibra- 
uons d’un double système de molécules et de l’éther dans un 
corps cristallisé; les systèmes isotropes de points matériels; la 
pression et la tension dans un corps solide; les dilatations, les 
condensations et les rotations produites par un changement de 
forme dans un système de points matériels, etc. Une autre série 
de travaux non moins beaux et importants ont, pour objet la ré- 
flexion et la réfraction de la lumière, la polarisation, la diffraction 
et la dispersion; je me horne à indiquer ce résultat capital, que 
l’indice de réfraction s'exprime par une fonction simple de la lon- 
sueur d'onde, 

La Mécanique céleste a été aussi l’objet de Mémoires nombreux 
et célèbres. Cauchy parvient, en employant le Calcul des résidus, 
à une nouvelle forme de développement en série pour la fonction 
perturbatrice, qui présente ces propriétés caractéristiques bien 
dignes d’attenuon. Chacun des termes séculaires indépendants des 
anomalies s'exprime sous une forme finie, par une fonction des 
éléments des orbites, simplement algébrique à l’égard des grands 
axes et des excentricités. Dans chaque terme périodique, les sinus 
et cosinus des multiples des anomalies moyennes ont pour coeffi- 


cients des séries simples dont les termes s'expriment écalemen 
cients d ples dont les termes s'expriment également 


sous forme finie et sont encore algébriques par rapport aux grands 
axes, mais deviennent transcendants par rapporl aux excentri- 
cités. C’est au moyen de ses nouvelles méthodes astronomiques, 
tiréés de la plus profonde analyse, que Cauchy a pu vérifier en peu 
de jours les résultats numériques d’un travail considérable auquel 
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Le Verrier avait consacré plusieurs années, sur le mouvement de 
là planète Pallas, et spécialement sur la grande inégalité due à 
l'influence de Jupiter. | 
La vie du grand géomètre, remplie par des découvertes immor- 
telles qui sont l'honneur de la Science francaise, l’a été aussi par 
les œuvres de la charité chrétienne et une inépuisable bienfaisance. 
Le Jour de ses obsèques, en parlant à l'assemblée d'élite, aux repré- 
sentants des corps savants réunis devant sa tombe, le Maire de la 
ville de Sceaux a rappelé la générosité de l’homme de bien, et cette 
réponse de Cauchy aux observations qu'il s'était cru obligé de faire 
sur l'étendue de ses sacrifices pécuniaires : &« Ne vous effrayez pas 
tant, Monsieur le Maire, ce n’est que mon traitement dé la Faculté, 
c’est l'État qui paye. » | 
La Faculté a recueilli l'héritage scientifique du plus grand des 
géomètres français ; nos Collègues Puiseux, Briotet Bouquet, morts 
il y à peu d’années et dont nous gardons si affectueusement le 
souvenir, se sont inspirés de son génie et ont consacré des travaux 
de premier ordre à poursuivre dans le domaine de l’Analyse les 
conséquences de ses découvertes; nous indiquerons en peu de mots, 
les principaux résultats auxquels ils sont parvenus. 


XV. Les diverses déterminations d’un radical portant sur un 
polynome ont été longtemps considérées comme des fonctions 
distinctes ayant chacune le caractère de fonction uniforme, et celte 
manière de voir a élé étendue aux racines des équations algé- 
briques dont les coefficients contiennent une variable, lors même 
qu’on ne peut la résoudre par radicaux. C’est à Puiseux que revient 
le mérite d’avoir montré que ces quantités sont d’une autre nature 
analytique, et donné l’idée précise du mode d'existence des fonc- 
üons non uniformes. Dans un Mémoire d’une grande importance 
sur les fonctions algébriques, 1l a reconnu le premier le rôle ca- 
pital des valeurs particulières de la variable qui annulent le diseri- 
minant de l’équation et lui font acquérir des racines égales. Il leur 
donne le nom de points critiques et établit que c’est seulement 
dans une aire ne contenant aucun de ces points que les diverses 
racines peuvent être assimilées à autant de fonctions uniformes. 
Il montre ensuite que la présence de tels points à l’intérieur d’un 
contour à pour effet qu’en le décrivant en entier et une seule fois, 
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les valeurs des racines ne se retrouvent point les mêmes, à l’arrivée 
et au départ; elles reviennent dans un autre ordre. Il en résulte 
que le système des racines correspondant à un contour fermé 
décrit par la variable donne une figure qui se modifie avec ce con- 
tour, en présentant des anneaux distincts en nombre égal au degré 
de l'équation ou en nombre moindre. De là Puiseux a tiré lim- 
portante conséquence que les intégrales de fonctions algébriques 
‘sont susceptibles, comme celles des fonctions rationnelles, de dé- 
terminations multiples, suivant le chemin décrit par la variable, 
et a révélé ainsi l’origine de la périodicité dans les fonctions in- 
verses de ces intégrales. Ce beau Mémoire qui a jeté la plus vive 
lumière sur des questions capitales en Analyse, n’est point le seul 
que la Science doive au savant géomètre. Puiseux a publié d’in- 
téressantes recherches sur les développées et les développantes 
des courbes planes, sur le théorème de Gauss concernant le pro- 
duit des deux rayons de courbure en chaque point d’une surface, 
sur le mouvement d’un solide de révolution posé sur un plan hori- 
zontal, etc. Nous mentionnerons surtout son travail sur l’accélé- 
ration séculaire du moyen mouvement de la Lune et un Mémoire 
sur les inégalités à longues périodes du mouvement des planètes, 
dans lequel l’auteur expose, avec la plus grande clarté et tous les 
développements nécessaires, la belle méthode qui avait permis à 
Cauchy de retrouver si aisément les résultats du grand travail de 
Le Verrier sur la planète Pallas. Cest à la demande de Pillustre 
astronome que Puiseux a composé cet excellent Mémoire, qui a 
paru dans le septième Volume des Annales de l'Observatoire de 
Paris. 


XVI. Dans les Mathématiques pures, les noms de Briot et Bou- 
quet sont inséparables; c’est en collaboration qu'ils ont écrit les 
Mémoires importants où se trouvent admirablement mises en lu- 


mière la fécondité et la puissance des idées de Cauchy. Leurs _ 


recherches surles propriétés des fonctions définies par des équalions 
différentielles sont devenues classiques. Après avoir démontré 
autrement que Cauchy le théorème fondamental relatif à l’exis- 


tence des intégrales, Briot et Bouquet étudient les circonstances 


singulières qui peuvent se présenter dans une équation du premier 
ordre, lorsque le coefficient différentiel devient infini ou indéter- 
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miné. Pour bien juger ce Mémoire, ii faut se reporter à plus de 
trente ans en arrière, à une époque où l'attention n'était pas 
portée, comme aujourd’hui, sur le rôle des points singuliers dans 
l’étude des fonctions. Ce rôle capital, le Mémoire dont nous par- 
lons le met en évidence, et le mérite d’avoir introduit pour la pre- 
mière fois une idée si féconde assure à ses auteurs une place 
importante dans l’histoire de la Science. Dans un autre travail, 
ayant pour objet les équations différentielles algébriques du premier 
ordre, où la variable ne figure pas explicitement, Briot et Bouquet 
ont donné un nouvel exemple de l'importance des singularités, en 
faisant voir qu’on en tire les conditions pour que l'intégrale soit 
une fonction uniforme. Ces beaux et savants Mémoires, qui ont 
paru dans le Journal de l'École Polytechnique, contribuaient 
puissamment au progrès de la Science. Mais Briot et Bouquet ne 
regardent pas leur tâche comme terminée. Dévoués à l’enseigne- 
ment, ils ont voulu, dans un travail didactique, exposer les prin- 
cipes généraux de la théorie des fonctions, et en faire l'application 
à l’étude des transcendantes elliptiques. Cet Ouvrage à eu deux 
éditions, dout la seconde, parue en 1875, et qui a été beaucoup, 
augmentée, ne comprend pas moins de sept cents pages. Les 
auteurs semblent modestement, dans leur préface, avoir pour seul 
but de rendre à Cauchy la justice qui lui est due, et qui, disent-ils, 
ne lui est pas toujours rendue. Le lecteur attentif ne tarde pas à 
reconnaître l’admirable unité de ce savant Ouvrage, où tout est 
préparé pour montrer la fécondité des propositions générales de 
la théorie des fonctions. En présence d'un plan si bien ordonné, 
on risque d'oublier les détails; ce serait injuste, car en bien des 
points les auteurs font preuve d’une yrande habileté dans l’art des 
transformations analytiques. Les derniers Chapitres du Traité des 
fonctions elliptiques sont consacrés à l’étude des intégrales abé- 
liennes. Briot a exposé plus tard, en se bornant au problème de 
inversion, la théorie de ces transcendantes célèbres. Son excellent 
Ouvrage peut être considéré comme une traduction, dans le langage 
familier aux disciples de Cauchy, des idées de Riemann, liées 
à des questions de géométrie de situation qui ont été développées 
par l’illustre analyste dans son Mémoire Sur les fonctions abé- 
ltennes. 

Je ne ferai que mentionner, malgré leur intérêt, les Mémoires 
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que Bouquet a publiés séparément. Je rappellerai un théorème 
devenu classique sur les systèmes de droites dans l’espace, un 
travail qui a ouvert un nouveau champ d’études dans la théorie 
des surfaces orthogonales, la démonstration des relations linéaires 
entre des intégrales définies hyperelliptiques du premier ordre, 
que Legendre avait obtenues par la voie du calcul numérique, 
et enfin une méthode savante pour établir que les foncuons de 
plusieurs variables introduites par Jacobi, comme inverses des 
intégrales hyperelliptiques d'ordre, sont uniformes. Mais je m'ar- 
rêterai un instant aux travaux de Physique mathématique de 
Briot. 


XVII. Dans un Ouvrage publié sous le titre d'Æssais sur la 
théorie mathématique de la lumière, Briot, en prenant pour 
point de départ les idées de Cauchy sur la constitution de Péther, 
applique une critique pénétrante à quelques-unes des théories 
développées à ce sujet par le grand géomètre et propose de nou- 
velles explications de la dispersion. On sait que ce phénomène 
consiste en une inégale vitesse de propagation des différents rayons 
lumineux, suivant la longueur de Ponde. En admettant que la dis- 
tance des molécules d’éther soit négligeable par rapport à la lon- 
gueur d’onde, les équations différentielles du mouvement vibratoire 
de l’éther montrent qu'il n’y a pas de dispersion; c’est le cas du 
vide. Dans les corps transparents, Cauchy explique la dispersion 
en supposant que cette distance et même son carré ne sont pas 
négligeables. Briot reprend cette question et développe une idée 
plus générale, en faisant intervenir l’action des molécules pondé- 
rables sur les molécules d’éther. Cette influence peut se manifester, 
soil par leur action directe sur l’éther pendant sa vibration, sait 
indirectement par des inégalités périodiques dans sa distribution. 
La première hypothèse doit être écartée comme conduisant à une 
formule incompatible avec l’expérience; mais la seconde offre un 
grand intérêt, lant au point de vue physique qu'au point de vue 
mathématique. Le mouvement vibratoire dépend alors d'équations 
différentielles linéaires à coefficients périodiques, et, en s’appuyant 
sur les travaux de Cauchy relatifs à ce genre d'équations, Briot 
parvient à exprimer l'indice de réfraction en fonction de la lon- 
gueur d’onde par une formule analogue à celle de l'illustre géo- 
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mètre. Les inégalités périodiques de l’éther ont encore servi à 
Briot pour l'explication de la polarisation circulaire et de la pola- 
risation elliptique. 

Dans les dernières années de sa vie, notre Collègue est revenu à 
plusieurs reprises sur la théorie mécanique de la chaleur. Ses 
leçons ont été réunies dans un Volume où l’on retrouve la clarté 
et la précision qui distinguaient à un si haut degré son enseigne- 
ment. Le même Ouvrage contient aussi l’exposition, sous une 
forme extrêmement simple, des principes fondamentaux de l’Élec- 
trodynamique et de l'Électromagnétisme. 


Nous venons d'évoquer le souvenir de nos prédécesseurs, nous 
avons voulu rendre hommage à leur mémoire, rappeler leurs tra- 
vaux, leurs découvertes, les grands exemples qu'ils nous ont laissés. 
Notre mission est de continuer leur œuvre et d’ajouter à leur glo- 
rieux héritage; ce devoir nous est rendu plus sacré par le don 
magnifique que nous tenons du pays, par sa généreuse assistance 
pour notre enseignement et nos travaux. Tous, maîtres de confé- 


rences el professeurs, nous y Consacrerons noire dévouement, nos 


efforts : nous avons la confiance que, pour l’honneur de la Science 
et de la France, nous saurons fidèlement le remplir. 
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LES POLYNOMES DE LEGENDRE. 


Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. VV, 1890, p. 146-152. 


Les propriétés fondamentales exprimées par les relations 
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peuvent facilement s’établir au moyen de l’intégrale 
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dont le développement en série suivant les puissances de & a pour 
terme général 
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qui est un polynome en + du degré p, ce qui donne immédiatement, 
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Employons ensuite le développement par la formule du binome 
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on aura, pour toutes les valeurs de 7 non supérieures à p, l’éga- 
lité 
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écris, pour abréger, 
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L'intégrale du second membre est nulle lorsque p — n est impair, 
dans le cas contraire elle s'exprime par la quan tiLé 
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et en supposant en particulier p — n, nous aurons : 
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On va voir que ce résultat conduit facilement à l'égalité 
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montre qu'il suffit d’avoir la constante A. Elle s’obtent en remar- 
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en y remplaçant a par = . Ayant, en effet, 
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la supposition de x infini montre que À est le coefficient de &”, 
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Voici maintenant une remarque au sujet de la discontinuité 
remarquable qu'offre la formule de Laplace : 
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où 1] faut prendre € égal à + 1 où à — 1, suivant que la partie 
réelle de la variable x est positive ou négative. Ce résultat imMpor- 
tant découle de la relation élémentaire 
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dans laquelle & est l’unité en valeur absolue et a le signe du coeffi- 


LES POLYNOMES DE LEGENDRE. 317 


ÿ B2 — AC 
| RP. \ 
l'Ecole Polytechnique, p. 290). Supposons B — o, ce qui donne 


intégrale 
ae dt see dt 
RNA HG Je AU+C? 


e 


cient de z dans la quantité (Cours d'Analyse de 


LA 


et posons £ — lang? ; nous aurons celle égalité : 
RO pe: 





ua 
» [ do PUER 
a MRC (AG) cos pa 


tYACG 
ROSE. AN 


e étant + 1 ou — 1, suivant que le coefficient de : dans . 


et par MERE uent suivant que le terme réel d AC st 1tif 
P q qu el éel dans —— est posili 


ou négatif. J'emploierai cette formule en faisant 


MD où —V/z— 1, C=r—a+yx?—:1, 
d'où 
AC—=I— 24% + 42; 
je Supposerai que z ail une valeur imaginaire quelconque, mais j’ad- 


mettrai que æ soit infiniment petit. Le signe du terme réel de ee 


sera donc celui de la partie réelle de l'expression > OU 





x —Vr?—1 


bien x + /x?— 1, qu’on obtient en posant avec Heine 
. T+Va—-i—=X+iY. 
Nous trouvons en effet 


REX NE) YR EXP Va) 


DU + t ; 
STE Krrete É 


par où l’on voit que X a le signe de la partie réelle de la variable x, 
et qu'on doit prendre 


TT " 
Ji de ET 
——————————————  —— ————— 2 
po XX —I— æ?— 1 COSY ViI—2ax + a? 


c ‘étant égal à + 1 ou —:1, suivant que cette partie réelle est posi- 
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tive ou négative. Cette égalité conduit à la formule de Laplace, en 
développant les deux membres suivant les puissances croissantes 
de #, et égalant les coefficients des termes en or». 

Faisons en second lieu 


A=i—a(x+yæ—i), G—1—a(x— ÿx?—à), 


ce qui donnera encore 


AC =1I—924ax + a?; 


on remarquera que pour « infiniment petit le signe de la partie 


VI—2ax + a? 


ie CUT 


réelle de 


ne dépend plus de +, de sorte que l’on a toujours, quelle que soit 
la valeur de cette variable 


lé; do T 
—————— ——__————— = ———— 7) 
0 1—a(x+ÿæ?—:1) Vi— our + 0? 


en prenant le second membre avec le signe +. L'expression de 


Jacob: 





T 
: I 
X n = 2 f (æ + rit cos)", 
ir 0 


qui est la conséquence de cette formule, n'offre donc aucune 
discontinuité. 

On peut encore se rendre compte fort simplement de la particu- 
larité qu'offre l'intégrale de Laplace, en l’écrivant sous cette forme : 


ï Mu dy 


DR EN ER EE cosp)"*" 


et remarquant qu’elle représente alors l'intégrale curviligne 











I f dz 
) iT Zz2 ET n+1 
TBE ÿæ? 
2 3 


prise le long d’une circonférence de rayon égal à l'unité, 3 = ee. 


LES POLYNOMES DE LEGENDRE. 319 


Cette intégrale a ainsi pour valeur le résidu de la fonction ration- 








nelle 
I 
72 I n+-1 
3 (z Dee Va? — 1) 
ou bien 
2n+1 Zn 


ee 24 Sa PTS LT RE 
[2 37 + (37+ 0) erlne 
correspondant à celle des deux racines du dénominateur à savoir : 
MEAPE JE PEN Et 
\ PE x —i 


dont le module est moindre que l’unité. Mais les résidus relatifs à 
ces racines ont une somme nulle; ayant donc obtenu une détermi- 














nation de l'intégrale dans lhypothèse 


modz'<1, 
F : ? = S , , 
on doit dans l’hypothèse contraire, lorsqu'on a par conséquent 
modz"<1, 


", qui est le précédent changé de 


3 


prendre le résidu relatif à 


signe. 
Maintenant :1l est aisé de voir, en remplaçant la variable x 


par æ + cry, que le module de 3’ sera plus petit ou plus grand que 
l'unité, suivant que la partie réelle x sera positive ou négative. 
C’est ce qui résulte en effet de la relation 

/ 


RE PAU 4x 


LH ei 8 Apr OS AD RENE 
(æ+1} + y? 


mod? - = : : 
CHIV +1 (æ +1) + y? 
En dernier lieu, je remarquerai que le résidu correspond à z' de 


la quantité 
Jn+1 Zz'r 


lasx + (st+i1) ati" 


calculé d’après la règle ordinaire, donne l’expression de X,, déve- 
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loppée suivant les puissances de x — 1, à savoir : 


s € — I I TI n—1 
Xa= (an)u z } +man—n( 5 ) 


CT — 1] n—2 











en écrivant pour abréger 


mm A1). (MS net) 


Me L 2 NA nn 


"ic _ € Q 
Paris, 17 mars 1890. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. F. CASPARY. 


SUR 


LES POLYNOMES DE LEGENDRE. 


Journal de Crelle, t. 107, 1891, p. 80-83. 


L'intégrale définie . 








AT 
1 du) + TC 
J  A+B—(A—Bj)cosw , /AB 


conduit aisément aux expressions de Laplace et de Jacob: : 


x 
Pn(eye à (æ + cosw ÿr?—1)" du, 


0 


Pa(æ) = À | 


He (æiE cosw px 1)" 


du 


en prenant d’abord 
A—1—a(x—yx—i), B—1—4(x + yx2—1) 
et développant suivant les puissances croissantes de 4, puis 


ART 





a ai —1, B—=r—a+yx?—1 


et en développant suivant les puissances descendantes. | 
Mais jai remarqué qu'on peut encore en urer les formules 
importantes de M. Mehler, que j'écrirai ainsi : 


24rTC COS x L\ 
\ 
COS (n —+ — (e 
; 2 \ 53 
P2(x) = — (0, 
rec V2(cos®— x) 
a a 2 I \ 
SIN | 7 + me. S 
nt > re 
Pr(x) ES, —_————— dy. 
arc cos x v2(x = coso) 


H. — IV. 
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Soit, à cet effet, 


A —1—2ax + a?, B = 1 —2 4/0 


en posant, pour abréger, 


2€ =x+y—(x—7y)cosw, 
nous aurons d’abord 
: 1 duw rs T 
Jo 12H 


V(I—92ax +a2)(1—22y +) 


Prenons pour variable indépendante la quantité 6, ce qui se fait 
au moyen de la relation 


æ)sinw = 2 (y —E) (Ex); 


nous en déduirons cette nouvelle égalité, où je suppose 7 > x, 
à SAVOIT : 


n Ÿ 


= us À 
(Gi— 248 + a) (y —E)(E=x) 


V(iI— 22% +a2)}(1—22y + a) 





Cela étant, s 





1, On aura, après avoir multiplié par 1 — x, 


ie (1 — a) dé T 
Ve (1 — sat ut) Ve E)Ee 0 à NV T 
puis, en posant £ — cos®, 
a are cos À L 
(1— 4) cos -v do 
À 2 ! i \ T 
e 0 (1— 24 cos@ +2?) Wa(coso — x) 2V1—%ax + a? 


L'intécrale du premier membre se développe suivant les puis- 
sances de &. au moyen de la relation 


J 
(1— 4) cos 4 


I 
2 an. cos (n + à RE ONE TRES 
ONE COS® + a? => ° : SE h 


2 
on parvient ainsi à la formule 


a are COS x * 


I 
s / cos (n + = )4 de 
Pe(z) __ pa ER ME ee 


LAS V2(cos® — x) 
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Faisons, en second lieu, + — — 1, nous aurons d’abord 


fe (1 + à) dE Me T 
Dir Soi + a) V(y —E)(E +1) Vi—2ay + a? 


en employant la substitution précédente, £ = coso, il viendra 
ensuite 


AT 
(1+ œ)sin =e de 


dé 


me Mt CU om en 0) 
7 are cosy (1 — 24 COSD + a?) V2(y — coso) 6) Vi—2ay + d? 
et le développement 
(1 a) sin — A: 


E\ 
ne = © ar sin nn + — |] 
1— 24 COSP + a? Dir ES 


donnera la seconde des formules de M. Mehler, 


Ya «f\ 
sin (a = 5) o do 
» 2 li i 
Pa(y) = = RO Aer MAR 
T are cos y V2(y — cos) 
Sans m'arrêter au résultat exprimé par cette relation 


arc cos 2’ . 
É sin(n +1) do 


D PE(Z) PA (y) = D de 
are cosy V(Y — cosv) (cos — x) 


qui est la conséquence des égalités 


Ces OS Ps 2 US 


arc cos x 
10 sin® de 
are cosy M DT VE cnorttoncre) 


TT 


LR PP, Pro US | 


V(i—2ax +a)(1—92ay + a?) 


sin @ eg 
————@—_— —  — a" SIMN(AR + 1)S (A —=O,1,2, 6.) 
| — 24 COSO + %X* 





parce que je n’en vois pas maintenant l'utilité, je passe à un autre 
point, en me proposant de rattacher à la théorie de fractions con- 
tinues algébriques l’équation de Jacobi, 


L D (ar ii) (at iMD Pre (x) 
RO ET ER (EN) 1) ne UR EE) 


LL TS TONI ET 
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FA 4 + TI 0 z 
suivant les 





Considérons le développement de (x?— 1)" log= rte 


puissances descendantes de la variable, que je représente ainsi, 


+1 % 4 
= I(T) +R 
An T x 





(æ2— 1)7 log 


[(æ) désignant la partie entière. Je remarque d’abord qu’on en 
uüre facilement la propriété caractéristique de D’(x?— 1) ou P'(x), 
d’être le dénominateur de la réduite d’ordre 7 du développement 


TIRE 





en fraction continue de log * Qu'on prenne, en effet, la dé- 


ds nee | 


: CIRE ÉUPOT I 
rivée d'ordre »n des deux membres, tous les termes en NE de pr 


disparaîtront, et 1l suffit d'observer que les expressions 


T+I 
D'-#(x?— 1)e DÉ log g= 





sont entières en x, pour parvenir à l'écalité suivante 
O 


T+I b p' 
RTE CR 








Dr(æx2— 1)" LE em pe Lara 
où P(x) est un polynome de degré ñ — 1, ce qui met en évidence la 
propriété annoncée. Formons maintenant la dérivée d'ordre n — y, 
Y étant un entier moindre que »#. L'expression de D "(x?—1}" 
sera le produit de la puissance (x? — 1)” par un polynome P, de 
degré n — y, et nous pouvons écrire la relation | 





LA 
T+I Ÿ Ÿ 
P ZT V œ = à LITRES pa le 2 4 
(æ?— 1) log Dre Pi(T) + ES 





Elle montre que P est le dénominateur de la réduite d'ordre n — y, 
dans le développement en fraction continue, de la fonction 


22 — 1lor T1) Ceci oser CUS 
RES ecl pose, Je reviens a équation 





Sn: T HI | B B' 
n 2 L ms 
DEte 1) log « = br) + TT Re 








et Je prends les dérivées d’ordre v des deux membres. [l'est aisé 
de voir qu’en remplaçant D#(x?— 1)" par P(x), on trouvera 
pour résultat une égalité de cette forme LR 


TC 


re (x? — 1)" a+ V+ 1 d'+Vv+2 


u 
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(x) étant entier en +. Nous aurons donc 








LHI C7 Cy 
Y 2 2 = r\v + r PAS RE NN VE fase PRENDRE 
D, P2(x) (x? —1) loge = IL(r) + (x?— 1) E— rives Ho 
‘de sorte qu’on obüent, en développant la quantité 
De AV 81 BA 
(x 1) lo NT an+Vv+2 a 
suivant les puissances descendantes de la variable 
: € HI | Ÿ Y 
Dr DRAP los ——— AE DE éperrere qe 


Cette équation fait voir que le polynome D P'(x) est aussi 
le dénominateur de la réduite d’ordre n—% de la quantité 
TX HI 





(æ?— 1) log ; il ne peut donc différer de D*"(x?— 1)" que 


æ——I 
par un facteur constant facile à obtenir, ce qui donne l’équation 
de Jacobi. 

En voici une application qui m'a été suggérée par un théorème 
élégant dont je dois la communication à M. Beltrami. 11 consiste 
dans la relation suivante 


PUS pal) 


; AIS ? — Pr+1 jrs —1 
ne ND=Pr(g) = Prix) — Pr A(>), 


que l’illustre géomètre a aussi obtenue pour l’intégrale de seconde 
‘espèce, de sorte qu’on a pareïllement 


0 (El 
n(n+i) 


Gr) DS QC) = Qrri(a) = QC). 
En me bornant aux fonctions P“(x), je poserai en général, 
(æ?—1) D} Pr(x)— A Pa#v(x) + Ai Prtv-2(r) +... HA, PRHV2x (7) +... 


et les coefficients A, seront déterminés par Ja formule 


DA 4 


2(n+V—2% 


+1 
er = f (a? 1)" DY P(æ) Prtv-24(æ) de, 
I 
et 


Sauf un facteur constant, la relation de Jacobi permet de rem- 


à” 
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placer l'intégrale par cette autre, 
nil 
fi Dr (x? — 1)" Pa+v-2x(x) dæ, 
1 


À n4 Une BOXE. 
à laquelle, d’après sa forme, s'applique la méthode d'intégration 
par parties. On la ramène ainsi à une quantité explicite, qui est 
nulle aux limites, et à l'expression 


+4 
| (ar PATATE 


—1 


qui est pareillement nulle, lorsqu'on à n—y>n+y= 2%», 
c’est-à-dire x = y; nous avons donc cette relation 


(x? — 1 )Y DSPACE) — À Pra+v(æ) + À, PAEV-2(r eh. 3 ri Ay Pr-V(zx), 


d’où se ture facilement, pour y» =1, le théorème de M. Beltrami. 
Dans le cas de y — 2, elle donne le résultat suivant. 


(on—1)(an+1)(2n +3) 
n(n—i)(n+i)(n +2) 
= (on —1)Pa#(x) —o(aon+i) Pr(x)+(2næ8)Pa2(x), 


(æ?—1} DE P#(2) 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE À M. LERCH. 


SUR LES RACINES 


DE LA 


FONCTION SPHÉRIQUE DE SECONDE ESPÈCE. 


Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, t. IV, 1890, p. [,1-10. 


Soient X, = F(zx) le polynome de Legendre du degré n, et 
R (x) la partie entière du produit 


I I 
: Ne EN at el à 
Ur RE À ) É 





F(x) (£+ 


Je poserai, sous la condition que le module de la variable soit supé- 
rieur à l’unité, 


A LI 
RENE NES © ; 0° 
Q2(x) Dr (æ)log = 





ni C2 


et, dans le cas contraire, 





AR) 
ET 4 


OrCrre : F(æ)log 


Ces expressions vérifient l’éq uation différentielle 


£ HN dr De Let 
(æ 0 165 pe Le der ec LAN 20,3 





et représentent dans tout le plan, sauf sur la circonférence de rayon 
égal à l’unité et dont le centre est à l’origine, ce que Heine nomme 
la fonction sphérique de seconde espèce. L'Ouvrage classique de 
l’illustre géomètre en expose les propriétés fondamentales qui sont 
d’une grande importance, mais 1l n’aborde pas l'étude de l’équa- 
tion Q*(x) = 0, la recherche de ses racines réelles ou imaginaires. 
J'ai essayé de traiter la question en employant”le théorème de 
Cauchy dont je rappelle l’énoncé. 
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Soit f(z) — 0 une équation ayant pour premier membre une 
fonction holomorphe quelconque ; si l’on pose 


fiæ+iy)=P +1, 


Q 
FE 


négatif, sur le nombre de fois qu'il passe du négatif au positif en 


l'excès du nombre de fois que le rapport + passe du positif au 


devenant infini, lorsque la variable 3 — x + iy décrit dans le sens 
direct un contour fermé, est égal au double du nombre des racines 
contenues à l’intérieur de contour. 

La fonction Q"(x) que nous avons à considérer n’est pas holo- 
morphe, mais elle le devient par un changement de variable, et 
lorsqu'il s’agit de la première de ses deux expressions, à savoir 








il MA 
n(æ)=-F(x)log = H CIE 
QC) = 2 F(œ) lg R(x); 
je ferai 
T HI à 
DT DT OR = = UE 
A 
d’où 
ez +T 
À 5 
est 


En posant alors, pour abréger, 








s)= (es) FES EÈNS MA DR CAE LAS 
P(eï)=-(e:—1) F(£T) I (ez) = (e DR (EE) 


J'aurai deux fonctions entières du degré » en ef et par conséquent, 
sous la forme voulue, l’équation 


3zb(ez)—II(es) — 0. 


Une première remarque permettra de chercher seulement les. 
racines qui sont dans le demi- sn au-dessus de l’axe des abscisses. 
Soit, en effet, | vert 

f(3)=23b(e;)-II(ez); 
les égalités 


F(—æ)=(—i"F (x),  R(—zx)=(—1)"1R(x) 


donnent immédiatement 
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et l’on voit que les racines étant deux à deux égales et de signes 
contraires sont placées symétriquement par rapport à l’origine. Ce 
point établi, je ferai usage, pour mon objet, de contours qui seront 
des rectangles ayant leurs côtés parallèles aux axes coordonnés. 

Les côtés parallèles à l’axe des abscisses seront VEprÉSENÉS par 


les équations 
3 = kiTr +6, 3z=(kK+i1)ir +4, 


où Æ est entier, en faisant croître { de — a à + a; les autres seront 
3 = ir + a+ it, 3 = kir — a+ it, 


€ variant alors de zéro à +. 
_ J'ai maintenant à obtenir, dans ces divers cas, le premier 
membre de l'équation sous la forme P + :Q, puis à calculer pour 


Q 


chacun d’eux ce que Cauchy nomme l'indice de F: Supposons 


d’abord que Æ soit pair, on aura 
f(kir+t)=(kir+t)b(et) —I(et) 
el, par conséquent, 
P=tp(et)—Il(et), QeKrd (et), 
en observant que les coefficients des fonctions ®(e‘) et Ie’) 


sont réels. Pour obtenir ensuite l’indice de entre les limites 


(= —a,l— + a, j'aurai recours à la relation 


Q Er» 
Sn € 


? 


où € se déterminera par la règle de Cauchy. Je remarque à cet 
effet que, si nous attribuons à £ une valeur considérable, l’expres- 


nil sel 


se réduit sensiblement à -—; le second terme étant fini, puisque 
| Te 


sion 





l’exponentielle entre au même degré dans le numérateur et le 
dénominateur de la fraction. En supposant la quantité a très grande, 
nous aurons donc aux limites pour {= — a, t— + a, les signes 
Cl) Panconséquente—1. 
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Ce résultat obtenu, écrivons successivement 


“Re | PCT ESC RER PRAAN ES. (et) 
Ind o = Ind E re | = Ind | - pr | PS (et) 


puis revenons à la variable 





ce qui donne 
(ere 22 RUE) 
(et)  F(x) 


On remarquera que la quantité x reste toujours en dehors des 
limites — 1 et +1, de sorte que F (x) ne peut s’annuler, n1 la 
fraction devenir infinie. L'indice est donc nul et il en résulte 
qu'entre les limites considérées 1 = — a, L=+a,ona 


Ind ==" "1 


P 
Passons maintenant au cas où l’entier Æ est impair, et soit alors 


f(kir+t)= P; +iQ:, 
en posant 


Pi=ib(—et)—H(—e),  Q=krb(—et). 


On trouvera, comme tout à l'heure, s = — 1 et il faudra obtenir 
l'indice de Pexpression | 

I(— et) 

p\ ÆS er 


que la substitution suivante 


AY A 
ÿ e I 


et+i 


2R(6) 


ramène à FO Mais cette variable £ parcourt maintenant l’inter- 





valle compris entre — 1 et + 1, lorsque £ croît de — © à +æo:il y 

a donc n passages par l'infini qui correspondent aux diverses 

racines a, b, ..., { du polynome de Legendre. Cela étant, légalité 
I 

(1—a?)F?(a)(£— a) 


R (&) 
F(£) 
l 1! 


TELT DES FE tb) CORAN — 12) F2(/)(E— 01) 
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fait voir que ces passages ont lieu du négatif au positif; on a donc 


Hé 


Ind te 


"TT 


et nous en concluons cette seconde relation 


Les côtés du rectangle qui nous restent à considérer conduisent 
aux expressions 


f(kirn+a+it)=(kir+a+it)b[(- rfearit]- TI[(— 1) ea+it| 
et 
J(kir—a+ut)=(kir—a+it)b[(—-i)fe-atit] NI — 1) ecrit], 


qui prennent pour de grandes valeurs de la constante a une forme 
extrêmement simple. 

Soit d’abord, en développant suivant les puissances descen- 
dantes de l’exponentielle, 


Die) = daerr res" 
la première se réduit au seul terme 
LS 


aa(—1)2# eña (cos nt +rsin nt), 


sin 70 





; 1 Q « 5 , = = À = ee c: 
et le rapport P la quantilé qui devient infinie n fois en pas- 


cos nt 
sant du positif au négatif lorsque t croît de zéro à +. Pour obtenir 
la seconde, on emploiera les développements de IT(et) et de D(ef) 
suivant les puissances ascendantes de et. En négligeant l’expo- 
nentielle e4*#, la partie réelle P est une constante, de sorte que 
l'indice relatif au quatrième côté du rectangle est nul. 

Les résultats que nous venons d'établir donnent immédiatement 
l’indice relatif au contour total du rectangle ; en observant que 
l'indice du côté parallèle à la base doit être changé de signe afin 
d’avoir égard au sens dans lequel il est parcouru, on obtient les 
conclusions suivantes : 


1° Lorsque l’entier Æ auquel correspond la base est un nombre 
pair 2/, la somme des indices — 1,7, n + 1 est égale à 2 n; l'équa- 
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tion Q"(x)= 0 à donc n racines comprises entre les deux paral- 
lèles y = 2 rx, m2 ET 

2° Mais si la base correspond à un entier impair £ = 2 /+ 1, les 
indices étant — n, — 1, n, 1, leur somme est nulle, et 1l n'existe 
aucune racine entre les droites y =(2/+1) r et y=(2l+2)r. 


« 


L'analyse précédente doit être légèrement modifiée lorsqu'il 
s’agit de la portion du plan limitée par l’axe des abscisses et la 
droite y = +; le long de l’axe, en effet, la fonction f (x) est réelle 
etn’a pas la forme P +7 Q. Nous considérerons une parallèle infini- 
ment voisine représentée par l'équation 3 —{+410, en supposant 
que à soil infiniment petit et positif. Ayant ainsi 


f()=f(t)+ièf"(t), 


l'indice de = sera celui de la quantité AC0 () 


P ftt) 


Fon désigne par U. le nombre des VER réelles de l’équation 


Q 


; qui est égal à — Le, si 


f(t) = 0. L'indice du contour du rectangle est done 
—U+n+An+HI 


el sera connu lorsque nous aurons obtenu le nombre u. J’em- 
ploierai dans ce but cette Re de Q"(x), la première qui se 


soit offerte, à savoir 
Qæ)=E Fa [TE OF) 


Elle montre que cette fonction reste toujours dr même signe el 
positive, lorsque la variable est en valeur absolue supérieure à 
l'unité. On voit aussi que Q"(x) s’évanouit pour x infini, le déve- 
loppement de l’intégrale suivant les puissances descendantes de la 
. I 1 , k er 
variable commençant par un terme ——: Par conséquent à l égard 
æn+1 ? 
de & qui est lié à x par la relation 


et +1 
et—1 





TX —= :) 


on n’a que la racine { — o avec l’ordre de multiplicité » + 1. Mais 


1 


lindeede 7 | représente le nombre des racines réelles qui sont 


distinctes, sans avoir égard à l’ordre de multiplicité : le nombre mr 
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est donc égal à l'unité, et il est établi que la portion du plan que 
nous venons de considérer contient n racines comme toutes celles 
qui sont comprises entre les droites y —2/r, y —=(21+1)r. 

Une dernière remarque nous reste à faire. 

L’équation qui vient de nous occuper à ses racines imaginaires 
conJuguées puisqu'elle est à coefficients réels, et ces racines sont 
deux à deux égales et de signes contraires. Elles se trouvent donc en 
nombre pair et représentées par les quantités g + ih, — 9 + th, 
dans la région où nous venons de démontrer que leur nombre est n, 
à moins que l’on n’ait g — 0. De là résulte, lorsque # est impair, 
l'existence d’un nombre impair de racines telles que 3 —7#h, où la 
quantité À est comprise entre les limites 2/r et (2/+1)7. Cest 
ce qu'il s’agit de reconnaitre. 


J'observe, dans ce but, qu’en posant 3 = iQ dans l'expression 





on en tre 


et, si l’on écrit pour un moment 
SE(r)—=art+Brr-2+,. +uwz, R(x)=axt-l+bæn-8+.,. + p, 


on l’obtient ainsi sous forme entière 


; I (\n ; C [ Æ n=2 
iC|x{-cos=) +8 sin?={- cos +... 
F2 DAT 2: 


L I CAN CIE = { € n—3 e (4 
— sin £] «(5 cos: ) + bsint?(5c0s<) +...+ psin-ti- 0. 
2 2, JANET 2 


4 


A 


Faisons maintenant dans le premier membre les substitutions 
Coin, C—\(2l+1)Tr; en se servant de la condition que x est 
impair, les résultats seront 


mA —+ in 


2lra(—1) ? | — p(—1) #2, 


et il faut établir qu'ils sont de signes contraires. Remarquant, à cet 
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effet, que p est la: valeur de R(zx) pour + —0, on est amené à 
recourir à l’expression de M. Christoffel 


NT 
R(æ)— — X,_1 + 
I. 77 


Mais cette formule ne conduit pas au but, les polynomes d'indices 
pairs Xo, Xo, X:,... présentant la succession des signes +, —, 
.++,..., lorsqu'on suppose æ —o. Nous emploierons un autre 
résultat de lillustre géomètre; je ferai usage de l’équation suivante 


AAC TE 
PR CRUE EU = Vite à ($ —=:0, 1, 2 CINE 
n 26 n “‘\v TEE L , 3 : ) 


dans le cas particulier de 6 — o. Elle donne cette expression 


Xo X h-1 t'a X: X n° ue MAR Xn-1 X0 : 
2 n 


R(TIE 


n —1 

dont tous les Lermes ont pour + = o le signe de (— 1) ? ; le coef- 
ficient & étant positif, il est prouvé que les substitutions € = 2/7, 
{—(2/+1)r conduisent, comme nous voulions l’établir, à des 
résultats de signes contraires. 

La fonction sphérique de seconde espèce définie à l’intérieur de 
la circonférence de rayon égal à l’unité, dont le centre est à lori- 
sine, par la formule 


Po vee 





Q(æ)= 2 F (x) log TE R(+), 


se traite de la même manière et par le même procédé. 


[+ £ , 
——, = 6%, nous obtenons une fonction holo- 





Ainsi, en posant 
morphe de = 
(a = (ER) NE), 
où l’on a 


\ 


d(eï)= = (es+1)" F (=) (es) = (es R (ES): 








A eî +1 
Soil ensuite, 
3 = KiTr +6, 3=kKirT+ a+ tt, 


\ 


el faisons successivement f (z) = P + 2Q. On trouvera en premier 


| È Ré, Q 
lieu, suivant que k est pair ou impair, Ind p——/2—I1, ou 
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Ind 1 — 1; puis, suivant que la constante & supposée très grande 
est positive ou négalive, Ind — À ou bien Id — 0. À l'égard du 


nombre & des racines réelles, je dois à M. Stieltjes la remarque qu'il 
résulte d’un théorème général de Sturm sur les solutions d’une 
équation différentielle linéaire du second ordre, que l’on a 
u—n+1, deux racines consécutives comprenant toujours une 
racine de X, — 0. C’est ce qui résulte aussi de l'expression déjà 
employée 

R(x) A B L 


SUN OT re? 0 PET et 





nr LT ES 








où les numérateurs des fractions simples sont tous positifs. 
Supposons que l'on ata<b<ce<...<l, el écrivons le pre- 
mier membre sous la forme 


I IE A 
4 de log = s 
» Par > T— a 
On voit que la dérivée 


I / D À 
CEMET (æ — a }? 


étant continue et positive, lorque la variable croît de & à b par 








exemple, l’équation ne peut avoir qu’une seule et unique racine 
dans cet intervalle; il en est de même entre les limites — 1 et a 
d’une part, / et 1 de l’autre. Et comme, en faisant dans l’expres- 
sion considérée les substitutions x = a + à, x — b—àù, ou à est 
infiniment petit et positif, on obtient des résultats de signes con- 


. A B . A + s RS 
traires, + et —+; quil en est de même si l’on suppose x ——1+4 50, 


—4 O0, et.enlin æ—/+-0,x—1—0, on a ainsi démontré 
l'existence de n + 1 racines, placées chacune entre deux termes 
consécutifs de la suite 


—1,a,b,c,...,1, +1. 


Ce point établi et après avoir remarqué la relation 


f(a) 


enz 


FES) =: 





L 


il suffira d’énoncer les conclusions suivantes : 
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L'équation f(:) = 0 admet n racines qui sont comprises dans 
l'intervalle des parallèles y = (2/—1)7x, y = 2/7, et il n’y en a 
aucune entre les droitesy—=2/r;y=(2l-En)r pour mn" 

I n’y a de même aucune racine dans la région comprise entre une 
parallèle à axe des abscisses, à une distance infiniment petite au- 





dessus de cet axe, et la droite y — 7. 

Enfin, et dans le cas de n impair, 1l existe, représentées par la 
forme £— 1h, un nombre impair de racines où A est renfermé 
entre les limites (2/+ 1) 7 et 2/7. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. S. PINCHERLE. 
SUR 


LA. TRAN SFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. V, 1891, p. 155-157. 


U 
V 
: A < 
qui donne | équation 


SOIt Y — 


la formule de Jacob pour la transformation d’ordre n, 


dy d? 


Ve 02) MG) GE) 


Je dis qu'en posant 


© (x) = Aggti+ Age l + Ag, + Ans, 





? 
Vr)= Biz2+ Bret +... + BB, 7, 
» 


on peut disposer des x +1 coefficients À, A;, A:,..., Bs, B:, 
B:,..., de manière que le polynome entier en x 


o?(æ) pe: W2(x) (1 = 42) ( res k2 x?) 


admette le facteur U — Vy. Remplacons, en ellet, dans l’expres- 
sion 


pa) — Ye) VG— #7) (a?) 


le radical par la valeur rationnelle en x, qu'on ure de léquation 

différentielle, et qui est affectée du facteur W(1—y?)(1 —%2y?), 

les n + 1 coefficients qui entrent sous forme homogène se déter- 

minent, en fonction rationnelle de x, en écrivant que les x racines 
H. — IV. 92 
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de l'équation Ü — Vy = 0 satisfont à l'égalité 


pie) — Y(æ)VG— 2?) (Gi — A2?) = 0: 


Vous voyez en même temps que les en. BB d'une 
part, et AGV(1— y?) (1 RAR A,ÿ(i— y?) (1 X2y2), 4 sont 


rationnelles en x et y. 
Ceci posé, j'observe que la relation 


gx) — d(œ) Qi — a?) (1 — 2) = 0, 


ne contenant que des puissances paires de x, admettra, avec le 
facteur U — Vy, un autre qui en résulte en changeant x en — x, 
c'est-à-dire U + Vy. Mais elle est du degré n +1 par rapport 


à æ?ela, par conséquent, cette forme 


À (US NY REP ORRS 


où il est aisé de voir que 6(y)est une fonction rationnelle de y; 
on l’obtientimmédiatement au moyen du théorème d’Abel. 


Soit, en effet, y — sn E à); nous aurons, Comme On sait, 


4 w 
U?— V?y?= g[x?— sn?u| jer—sn(us fe) | .. 


\ nm 


PO 
4 (A — 1) w 
> [es snt(u + SDS) |, 
It 


w ayant la signification donnée au paragraphe 20 des Fundamenta. 
La somme des divers arguments 


4 w 4(n—1)u 
ua LS ss tem 
n n 


est, par suite, zu, en négligeant les périodes; d’où cette conclusion 
bien facile que, pour 


on à 
DE sn nu): 


Revenons à la variable x, et soit == (2); la fonction 
rationnelle 0(3) est donc telle que Ü[ À (x) | représente la formule 


de substitution qui donne la muluplication de l’argument par »; 
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Ü(x) est, par conséquent, l’expression correspondante à ce que 
Jacobi a nommé la substitution supplémentaire y =N(x). 
Enfin, je remarque qu’en faisant 


2 U;(x) 
Vi(z) 


(a) 


ht V(æ) 


ARAEE 





? 


on a la relation suivante 


Net) [UE Cri xt Vi Cy)l. 
ne 7) Ar) Mr, y)(r— x?) (1 2x2), 


où o(z,7) et Ÿ(x,7) sont des quantités rationnelles et entières 
en x et y. C’est ce polynome 


Mr) par) (y?) da y) a?) (1— At x?) 


dont il serait bien important d'obtenir un mode de formation 
purement algébrique; j'ai seulement fait la remarque qu’en posant 
les équations 

Fesr) 0, SAULT DEC 


l'élimination de 3 conduit à une expression de y en x qui est la 
formule pour la multiplication. 
# 


Paris, 20 avril 1891. 





NOTE SUR M. KRONECKER. 





Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CXIV, 1892, p. 19-21. 


La Science mathématique et l’Académie viennent de faire une 
grande, une irréparable perte : notre illustre Correspondant, 
M. Kronecker, est mort à Berlin, le 29 décembre dernier, après 
une courte maladie. 

Notre Confrère s’est mis au rang des grands géomètres par 
d’éclatantes découvertes dans la théorie des nombres, qui lui 
assurent une gloire impérissable en associant son nom à ceux de 
Gauss, de Dirichlet et d'Eisenstein. Son génie s’est aussi montré 
dans un grand nombre de travaux concernant l’Algèbre pure, la 
haute Analyse, la Physique mathématique ; je rappellerai seulement, 
et en peu de mots, ceux qui ont pour objet l’Arithmétique et la 
théorie des fonctions elliptiques. 

Les #’undamenta de Jacobi avaient ouvert pour la théorie des 
nombres un nouveau point de vue, en faisant connaître des propo- 
sitions extrêmement intéressantes sur la décomposition des entiers 
en carrés, élablies par d’autres méthodes que celles de Gauss, au 
moyen d’identités quiles mettaient immédiatement en évidence. 
L'œuvre capitale de M. Kronecker est d’avoir trouvé, dans la théorie 
de la transformation et l’étude des modules singuliers donnant lieu 
à la muluüplication complexe, une source d’un accès plus difficile, 
mais infiniment plus féconde pour l'Arithmétique. Dès ses premiers 
pas dans cette voie, qu'il devait suivre avec tant de succès, notre 
Confrère découvre sur le nombre des classes de formes quadra- 
tiques, de déterminant négatif, des théorèmes d’un caractère tout 
nouveau, qui ont été accueillis avec une admiration unanime. 
C'était continuer, après Dirichlet, qui, le premier, a obtenu 
l'expression du nombre des classes, la marche en avant dans la 
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“grande théorie fondée par le génie de Gauss. De nouveaux efforts 
Je conduisent ensuite à une autre découverte plus profonde et plus 
difficile, où intervient la distribution en genres de l'ensemble des 
classes de même déterminant. 

M. Kronecker établit qu’à chaque classe de forme quadratique 
correspond un module singulier qui permet la multiplication 
complexe; à l’ensemble des classes de même déterminant, une 
équauon algébrique à coefficients rationnels dont il parvient à 
démontrer lirréductibilité, et à la distribution en senres, une 
“décomposition en facteurs s’obtenant par l’adjonction des racines 
carrées des diviseurs premiers du déterminant, qui donnent les 
caractères des genres. 

… Je m'arrêterai un instant à ces résultats, dont la place est à 
jamais marquée dans la Science. | 

La théorie des formes quadratiques est la plus importante partie 
de Disquisitiones arithmeticæ de Gauss : elle commence avec les 
énoncés célèbres de Fermat, elle se poursuit, pendant un siècle et 
demi de travaux isolés, avec les découvertes d’Euler, de Lagrange, 
de Legendre, celles de Gauss lui-même, pour arriver à cette 
profonde unité qu'on admire dans son Ouvrage. Mais ces illustres 
géomètres, en n'ayant en vue et pour but de leurs efforts que les 
propriétés des nombres entiers, tendaient, à leur insu, vers un 
autre objet. M. Kronecker a mis en complète évidence que la 
théorie des formes quadratiques, de déterminant négatif, a été une 
anticipation de la théorie des fonctions elliptiques, de telle sorte 
que les notions de classes et de genres, celle des déterminants 
réguliers et de l’exposant d'irrégularité, auraient pu s’obtenir par 
l’étude analytique et Pexamen des propriétés de la transcendante. 
Cette correspondance que rien ne pouvait faire prévoir, entre deux 
ordres si distincts, si éloignés de connaissances mathématiques est 
une surprise pour l'esprit; elle appelle l'attention sur la marche de 
la Science qui nous est, en partie, cachée, el sur une secrète coor- 
dination de nos travaux qui seconde nos efforts et concourt à son 
développement. La voie féconde que s'était ouverte M. Kronecker 
a été suivie, avec succès, par d’éminents géomètres; M. Weber a 
publié récemment un Ouvrage du plus grand mérite, où sont 
approfondies ces difficiles questions; elles ont été aussi le sujet des 
recherches de M. Kiepert, de M. Greenhill, et notre bien regretté 
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Confrère Halphen y a consacré les derniers efforts de son beau 
talent. 

Mais la trace impérissable, laissée dans la Science par M. Kro- 
necker, ne se borne pas à ces découvertes qui suffiraient seules à 
son illustration. Sans quitter le domaine des fonctions elliptiques, 
je dois rappeler encore la résolution de l’équation générale du 
cinquième degré, qu'il a obtenue au moyen des relations données 
par Jacobi entre le module et le multiplicateur, dans la théorie de 
la transformation. 

Notre illustre Correspondant aimait l'Académie, où 1l avait été 
appelé en 1868, et plusieurs fois il est venu prendre place parmi 
ses Confrères; il avait été décoré de la Légion d'honneur, en 1832, 
sur la proposition de M. de Freycinet. Ses dernières pensées, avant 
la maladie qui devait Pemporter, avaient pour objet une question 
fondamentale d'Analyse : l’expression, au moyen d’intégrales 
multiples, du nombre des solutions d’un système d'équations à 
plusieurs inconnues. Nous les avons recueillies dans une lettre 
communiquée, à notre précédente séance, par M. Picard; elle n’a 
paru qu'après sa mort. | 

La louange se tait devant le deuil de la Science et l'émotion 
causée, dans tout le monde mathématique, par la perte cruelle du 
grand Géomètre; à ces regrets douloureux, à ces souvenirs d’une 
vie remplie par tant de travaux et de découvertes, je joins ceux 
d’une amitié qui à été, pendant trente années, l'honneur de ma vie 
scientifique et que Je ne retrouverai plus. 


au | % 


SUR 


LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 





Mémoire de l’Académie tchèque de Prague, 1892 
et Ann. de la Fac. des Sc. de Toutouse, t. VE, 1892, p. L.1-135. 


Dans le paragraphe 32 des fundamenta Jacobi a fait la remarque 
que si l’on désigne par À l’un des modules relatifs à la transfor- 
mation d'ordre impair », par À! son complément, on a, entre les 
fonctions complètes A, A’ analogues à K et K’, et le multipli- 
cateur M, les relations suivantes 


aK+ib K 


DNA DDR EME, 
È n M 
PRE ES «a K + 10'K 
PNR EAN E CC A ee Na 
nM 
où a, a’, 4, a! sont des nombres impairs, D, D’, 8, Ê’ des nombres 


pairs, satisfaisant aux conditions aa!/+ bb'—n, au!+ 85—1. 
Puis 1l ajoute en note : « Accuratior numerorum a, a’, b,b',etc. 
determinatio pro singulis ejusdem ordinis transformationtbus 
gravibus laborare dificultatibus videtur. Immo haec determi- 
natio, nist egregie fallimur, maxime a limitibus pendet, inter 
quos modulus À versatur, ita ut pro limitibus diversis plane 
alia evadat : quod quam intricatam reddat questionem, ex- 
pertus cognoscet, etc. ». C’est dans le but d'éviter ces difficultés 
que j'ai modifié le point de vue du grand géomètre dans la théorie 
de la transformation; j'ai suivi une marche inverse, je me suis 
donné a priori les relations entre K, K/, À, A’, pour en conclure 
les formules analytiques de la transformation, que Jacobr, au 
contraire, établit en premier lieu, et j'ai posé la question comme 


il suit (!). 








(!) Cours de la Faculte des Sciences de Paris, 4° édit., p. 265. 
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Soient, avec une légère modification des notations employées 
dans les Fundamenta, 


do ps do 
L — [ PR L — | ——— ————— ») 
Jo Vi— /l?sin?® Ja Mit sin? @ 


les mêmes quantités que K et K’, relatives à un autre module /, 
et à son complément l'=ÿ/1—®. On propose de déterminer ce 
module ainsi que la constante M, de telle sorte que sn ( 7 1); 
en ( 7  t), dn (x » À) admettent pour périodes 2K et 2:K', 

s’expriment, par conséquent, au moyen des fonctions doublement 


périodiques de module Æ. 
Nous ferons pour cela 


\ RD APTE 


M 

(A) $  K' 
:K sue 
Re 


, b, c, d'étant des nombres entiers quelconques, avec la condi- 
Ne que le déterminant ad — bc soit positif, afin que la partie 


! 





F 
réelle du quotient soit positive. On aura ainsi les égalités 


s 


x + 2K ) d , ER 
sn (ere l (1) sn (ÿ !). 
er 1) = (ren (Tel 


NE dune 1) Se an (: 


puis 


=| 8 
EE rar 0 nd 0 


. {æ+21K A ù [a 
dn (or ) = (— 1) dn M’ 1 


Cela étant, la recherche des formules de transformation repose en 
entier sur les propriétés de la fonction 


Des 770 


P(æ) = @ (4 !) “ vRDH 


" D» SR ef En RE Ne y ROUE CE CR 2 2 Pre dt PRE LU). nd Ph) Ain à 
2 Qi M OS ERA ENS, RVEES ÿ OPEN NS MEN 2) 
Re Yu ALTER l 
L f ri _ L g < A 
+ À d 
d 
\ 
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+ 
Qv 


qui consistent dans les relations suivantes : 


P(x ne 2K) = 2 (— j)(a+1)0 P(r), 


intr(x+iK') 


P(z+oiK')—(—1)c+dp(r}e K 


Ce sont aussi ces égalités dont je ferai usage pour l’objet de 
cette Note, et j'indiquerai d’abord une méthode facile pour y 
parvenir. 

Je remarque, à cet eflet, qu'ayant 


LT m x" Tm°L' 


ÉD A \ i 
ë 2" M # É ee -- + + 
9 Cr 1) = ] (—i)re ! 1 OT CS EUR ES a au PE) L 
nous pouvons écrire 


P(x) _— > ere 1)” eir D(x, 77 » 


si l’on pose, pour abréger, 





bx? ma im? L' 


PR EM EM | L 


Remplaçons maintenant, dans le dernier terme, £1/ par la valeur 
urée de la première des équations (A), on obtient ainsi 





b x? mx  m(K—aLM) 
PE KMS LM bLM 
ou bien 
" PURCRÉE (br +o2mK} Sn mia 
Pret 4bKLM b 


De cette nouvelle expression résulte immédiatement que l’on a 
o(zæ+2K, m)=0o(x, m+b)+(2m + b)a, 


le changement de x en x +2K se trouve donc ramené à celui 
de m en m+b qui peut loujours se faire dans une série s'étendant 
à toutes les valeurs de l’entier ». Nous parvenons de cette manière, 
en ayant égard au facteur (— 1)”, à la première des égalités à 
démontrer. | 

La seconde découle de l'identité 


TÉD? (dx + simK'}? m?c 


A RKE RIM à 
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on l’établit en transformant comme 1l suit la quantité 


9 


nu 


TEE 1b K'+ nLM, m æ tm? L' 
HRK ZeRK M IN 


o(x, m)+ 


Je tire d’abord des équations (A), par l'élimination de L,, cette 
expression 
coK'+ n LM = dK 
‘au moyen de laquelléle premier Lérme dé60 EEE 
x ; A ] AiK'LM”? J P 
ensuite, dans le dernier terme, &L/ par la valeur tirée de la seconde 


de ces égalités. Nous obtenons ainsi 


n x? da? mx.  m?(iK'—cELM) 


PO PET ER HER EM 0 LM ORDER 


? 


ce qui démontre le résultat annoncé. On en conclut comme tout 


à l'heure 


n(x+22k')? n x? 


P(æ+oikK')e HE —(_;j\c+rnd p(r)ettilk, 


eten simplifiant 
_ nit(r+ik') 
Pix +oiK')—=(—r1)er0dp(x)e À s 
c’est la relation qu'il s'agissait de démontrer. 
On en déduit immédiatement que si l’on pose 


sn (x 1) = EL 








M D(æ) 
s T à IH,(xr) 
en ( l) — TEL 





œ P,(r) ïyh4 
De QT LE 
dn ($ ) ) Pt) 
les fonctions holomorphes (x), Il(x), D,(æ) sausfont à des 
relations analogues, et il en résulte que les quatre quotients 











PINS LAS 
/ BEC) 

I, (x) 
OCT a 
_ (x) 
R(z)= Eu(x)’ 
So 





DT) 


1; Et JE A 
RAR Lls 
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vérifient les égalités suivantes, qui sont d’une grande importance : 


P(x + LKR (— 1)2b+a+b P(z), 
P(xæ+oikK)—=(—r1)cd+e+d+n P(>), 
Q(x—+2K) RE ar z Q(æ), 
Q(z+oikK')=(—rijcd+retr  Q(x), 
R(xæ+2K) —(—1)4 R(æ), 
R(x+oiK')—=(—1)c4+n R(x), 
S(æ+2K):— (— 1)20+0 S(æ), 
S(æ+o2iK')—=(—r)étdtn. S(x). 


Ces quantités sont donc des fonctions doublement périodiques, 
ayant un pôle unique, x —1K', et, sauf un facteur constant qui 
reste indéterminé, elles s'expriment sous forme entière au moyen 
de snx, cnx, dnx (!). Nous en donnerons une expression diffé- 
rente qui s'obtient en introduisant les fonctions de Weierstrass, 
définies par les relations 

















\ JE 

O(x) —— 
AGE) se 2K, 
H(zx AS 
Ar) He 2h, 
AHie) 2e 
Al Ho : 
OCENE SEE 
Al(x)3 = RÉ 2h, 


La constante J désigne dans ces formules l'intégrale complète de 
seconde espèce, et l’on a, comme on sait, 


Kk 
J SA Æ2 sn?x dx. 
0 


Posons, afin de passer au module /, 


L 
EN l2sn?(x, l) dx: 
0 


nous pourrons écrire 
PS 44 
< (0) (x 1) J,x° 
ai ( : !) ee Ne SPA AT M 


ml 
M 








(1) Cours d'Analyse, p. 281. 
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Soit enfin : 


(B) N'— 





D(x) 


au heu du quotient On (x) 


TOP" ) PLATS NT PRET 7 de 

F0 PORN NE 

Ver LORS PTE NOPRNPR EU 
#." 2" 


LE" 


» On sera amené, en déterminant par la 


condition S(o)=1 le facteur arbitraire qui entre dans S(x), à la 


nouvelle formule 





et les relations 


nr = 
CNT = ——— ; 
dn x = 


nous donnerons pareillement 





T F 
Al (Le !). N 22 





RTE en). 
Al _ !) ne 
Rite TG) es 
A(T 1) Es 
RATES RS 
Alt(x) 


La quantité N qui est mise en évidence dans ces expressions me 
semble appeler l'attention et avoir, dans la théorie de la transfor- 


mation, un rôle important. Aux équations algébriques entre Æ eu £, 
entre le multiplicateur M et le module doivent, en effet, s'ajouter 


celles qu’on peut former entre N et «; j'ai essayé d’ouvrir la voie à 


ces nouvelles recherches par les remarques qui vont suivre. 


En premier lieu, j’établirai les relations entre les deux fonctions 


complètes de seconde espèce, qui correspondent aux égalités 


-— aL + 10 L, 


= Lot 1 
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Je remarque d’abord que, si l’on pose ad—bc—n;, on en déduit 


FRE dK — :1bK' 
LA Etre AT THRURE 
.", —CcK+iaK 
En LL = —— —, 


M 
de sorte qu’en urant de l'équation (B) 


J, n JLM IT D pe 
ER RE CA MEN 


nous trouvons 


J, ( cb K'\ IT D | : N 

TIRE GE KR —. 
M K E 2 K RE n 

J'introduis maintenant la seconde fonction complète de seconde 


espèce en employant la relation 
POUR RULT A 
» 


Ne RARE TA € à 
je remplace, à cetelfet, — par J'———, et il vient après une réduc- 
2 K K 
tion facile 
J pe ; REP 
AI Nb) ETAK Nb K)—. 
M COTE 
C’est la première relation que je voulais obtenir; une autre sem- 


blable, qui concerne me se conclut de l'égalité 


JE JL"— Fe 
d’où l’on tire 
3° ; J, he (10 
EE 


M LONENE ET 0 LM | 


en éliminant J, au moyen de l’équation (B). Nous substituerons 
donc la valeur 








J; nJM ; ir D 
2 MN— , 
LM K DRE 
ce qui donne 
l Pa À Te x b L' 
J: > n L'JM MNCUN CE trbL 


MESA K LMI KL 





Cela étant, si l’on écrit d’abord 


T ërbL'  r(K—:bL'M) 
DL PARLE" > KLM 


2 
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et qu’ensuite on remplace K — 5bL'M par aLM, et LM par 
| | P BP 


— cK + :aK' 
D 29 LME a 1 





in 

cette expression devient 

rat Le ca K°”° Near 

— = (— J+(—cK +iaK )— + — 

M ( C + ) ( de ) ST 

IR 1" 3 
te uial Ke) + Ka 
TK 2 K 
el, par conséquent, 
1}; N 


Mi 2e cJ+iaJ" + (—cK+ taK°)—- 

IL importe d'observer que dans ces résultats la quantité N, 
comme nous allons l’établir, est une fonction algébrique du mo- 
dule. Considérons, pour en donner un exemple, le cas simple de 
la transformation du second ordre; au théorème 11 du paragraphe 37 
des Fundamenta, en remplaçant q par g*, les quantités AS 
K et K’ deviennent 


= k Nr - 
A0 MUST: (1 + X°)K': 


nous ajouterons que J et J'se changent en 








I Il I 
J=— -/2K et -(2J"— X2K). 
1+ ( Ju 1+ en 

On remarquera encore que les relations auxquelles nous venons 
de parvenir peuvent être présentées sous une forme plus simple; 
en se rappelant qu’on a posé ad — bc — n, on en déduit aisément 
les égalités 


usé AIS RN 
(C) ee 
EE =utnd + 1KAN: 


dont nous allons montrer les conséquences. 
Multuplions la première par J', la seconde par J, et retranchons 
membre à membre, on obtiendra d’abord cette nouvelle expression 
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de N, à savoir 
EN= SI (ali+ ibn) +id(cli+ id)})] 
= lei di + (ET + eli)], 
où n'entrent que les intégrales complètes de seconde espèce. 


Soient ensuite 
Al PT. 


V = a Ji + cb J', 


on a ces deux relations 


us = En UV, 
ue = E(U—V), 


que je vais employer pour différentier par rapport à k légalité 


= ab+ibl CD PCT ee MU: 


Nous trouvons ainsi 


dk dl 
2? É se — — 1 M2 ne Vue 
CRT) = U dM + M(AU — V) 5 


cela étant, j'exprime en J et K le second membre, en remplaçant U 


et V par les valeurs 
K 


M’ 
V = M(n]j + KN). 


= 


Ce calcül nous donne 


dk K dM dl 
KA GP neue 2K =_ M2 En he 
(AÆ2K J)77 \ +[P?K—M (al + KN)]7 


ce qui est une relation linéaire homogène entre J et K. On aurait 
évidemment le même résultat en J’ et K’, en posant 

U = cL+:dl, 

Med 1d 


pour différentier l'égalité 2K/— M(cL + :dL'); il faut donc que 
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les coefficients de J et K soient séparément nuls, le déterminant 
J'K — JK' étant différent de zéro. Nous avons, par conséquent, 


de dl 

PER ess D LE EE ve 

kk'?2 rM Lu” 
k dk dM lat É dl 
Ge RUN ps Ne 


La première de ces relations a été découverte par Jacobi et 
donnée dans le paragraphe 32 des Fundamenta; on sait qu'elle 
est d’une importance capitale dans la théorie de la transformation. 
tlle permet d’écrire la seconde sous la forme 


kdk dM dl Ndk 
KT EMA RS NRRÉERE 


et nous en tirons l'expression suivante qui est purement algé- 
brique. comme nous l’avons annoncé 
2 3 


MX. 
l' 2 





N= nkK2D; log 


1e vais en faire quelques applications. 
Je considère d’abord le cas de la transformation du second 


ordre où l’on a 
2 VK 


cs LUS 





Me 





: 


On en conclut aisément 


M Z' A IE 4 
(Es) _1—X 
nous avons donc 


ce qui donne immédiatement 


N=2#x. 


En passant au cas de # — 3, j'emploierai les expressions des 
deux modules et du multiplicateur qui ont été données par Jacobi 
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dans le paragraphe 13 des l'undamenta, à savoir 


1 (> + a)a 

CE = ————— 
1 RE pe Up Av 4 

FRE (2 +aÿa 


Wa: Loa) 


1+ 22 
On en tire d’abord, par un caleul facile, 


(1— a )(1+ a} 








k2=— 
I1+— 24 
| 72 — (ta) (x)? 
É (1-90) 
d’où 
Re (Hd) (fH 2e) 
LA fr 
el, par conséquent, 
M& 144 
TNT ITS + 
À yant ainsi la formule 
[I —- œ 
dog Me = 
NS LOS | 
; d£ 
nous écrirons d’abord 
l I 


NRC en) 
She dk. 1 — a? 


En remarquant ensuile que l’on a 


nous parvenons à l'expression suivante 
N=2(2a+ a). 


On en conclut, si l’on résout par rapport à %, 


a=—1+(/i+ in, 


et, en substituant dans la valeur de £?, on trouve l’équation entre N 
el £?, à laquelle nous voulions parvenir, à savoir 


(=) - 64° (>) - (4A2+ TOE RS. 
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Nous rapprocherons ce résultat de la formule 


IT EE 
1—642sntr + (4k2+ 44t) snôx — 5ktsn8x 


_ 


en considérant le numérateur elle fait voir sur-le-champ que l’on a 


> 2mK + 2niK' 
N = — 9 £2 sn? —————, 
3 


m el n étant deux entiers quelconques. 


— 000 ————— 


——————— —————————.——.…—————.——/————_——_————————— —-———————-"— 


NOTICE 


SUR 


LES TRAVAUX DE M. KUMMER. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1. CEXVI, 1893, p. 1163-1164. 


La vie scientifique de l’illustre géomètre a été remplie par des 
travaux qui laisseront dans la Science une trace impérissable. 

En Analyse, on lui doit des recherches approfondies sur la série 
hypergéométrique, les intégrales définies, la fonction eulérienne 
et l'évaluation numérique des séries lentement convergentes. 

En Géométrie, M. Kummer a le premier considéré une surface 
de quatrième ordre extrêmement intéressante à laquelle son nom 
est attaché et qui a été Le sujet de nombreux et importants travaux. 

En Algèbre, il a obtenu, sous la forme d’une somme de sept 
carrés, le discriminant de l’équation du troisième degré qui donne 
les axes principaux des surfaces du second ordre. Ce résultat, on 
ne peut plus remarquable, à été le point de départ du célèbre 
Mémoire de Borchardt sur l’équation analogue et plus générale 
dont dépendent les inégalités séculaires du mouvement des 
planètes. 

D’autres écrits concernent la théorie des systèmes de rayons 
reculignes et la réfraction atmosphérique, mais c’est lArithmé- 
tique supérieure qui à la part la plus grande dans l’œuvre mathé- 
matique de notre Confrère. 

Les Mémoires sur les nombres complexes formés avec les 
racines de l’unité, la notion originale et profonde des facteurs 
idéaux, celle des classes non équivalentes, la détermination du 
nombre de ces classes par une extension des méthodes de Dirichlet, 
la découverte éclatante de la démonstration du théorème de Fermat 
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pour tous les exposants premiers qui ont une certaine relation 
avec les nombres de Bernoulli, ont été accueillis par une admira- 
tion unanime. Ces recherches se placent avec celles de Dirichlet 
au premier rang, par leur importance et leur fécondité, dans la 
Science arithmétique de notre époque. L'Académie les a récom- 
pensées par le Grand Prix des Sciences mathématiques; peu 
d'années après, M. Kummer devenait Correspondant dans la 
Section de Géométrie ; 1l a été élu Associé étranger en 1868. 

La perte de l’illustre géomètre sera vivement ressentie dans tout 
le monde mathématique, et la sympathie de l’Académie se joindra 
aux regrets de ses amis et des admirateurs de. ses travaux. 


bar si 


EXTRAIT D’'UNE LETTRE A M. PINCHERLE. 


SUR LA GÉNÉRALISATION 


DES 


FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES. 


Annali di Matematica, t. XXI, 2° série, 1893, p. 289-308. 


... Le problème que j'ai en vue est le suivant : Étant données 
n séries Sy, 92 ..., Sn procédant suivant les puissances d’une 
variable x, déterminer les polynomes X,, X:, ..., X, des 
degrés bu, U, ..., u, de manière à avoir 


S1 X4 —— S) X9 + . .—+ Sr X;; = S Da tbrtetlntni, 


où S est une série de même nature que S;, S:, .... La question 
ainsi posée est entièrement déterminée, et une remarque de calcul 
intégral en donne la complète solution dans le cas particulier où 
les séries sont de simples exponentielles. C’est ce que je vais 
montrer; je me proposera ensuite de faire sortir, en vue du cas 
général, les enseignements que contient cette solution. 
Soit 
La al f ezx dz 
ré J, Ce —Q)bti(s — Lo )hatl. (3 — Taj? 


l'intégrale étant prise le long d’une ligne fermée C qui comprend 
à son intérieur toutes les constantes C4, Go, ..., £n. Cette quantité 
s'obtient, d’après le théorème de Cauchy, au moyen des résidus 
de la fonction placée sous le signe d'intégration dont le calcul est 
facile. En considérant le pôle 3 —&,, pour fixer les idées, je pose 
32—=@,—+e, puis en développant suivant les puissances croissantes 


de :, 
I 


A + AE ++ Apeba 
(Gi Lo+e)lrtl,. (Ci — Cr +e)tnti U. 


& 
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On a aussi 
k Ex € Ua da è 
etre ee ( 14 4 
I 1.2... 4 
cela étant, la valeur cherchée, abstraction faite du facteur 277, sera 
le coefficient de &4 dans le produit des deux séries. C’est un poly- 
nome entier en x de degré y, ; je le désigne par X,, en posant 


12 


7 T T 
Xi AE AIT LAIT OPA 
I E.2 1. 


Les autres résidus s’obtiennent dé même, et l’on conclut l’expres- 
sion suivante, 
J — X, ebix + ,E ex +... + X, etnt, 


où X, est du degré u; en x. Développons maintenant l'intégrale 
suivant les puissances croissantes de +, et soil 


ÆPE 


J= + PES TION EE 





on aura 
Te ul Fa zW dz 
A AT Je (5 — Ci)titi 48 (3 — Cn)Un+i 


L'intégrale d’une fraction rationnelle prise le long d’un contour 
qui renferme tous les pôles est nulle lorsque le degré du dénomi- 
nateur surpasse le degré du numérateur de deux unités; nous 
pourrons donc écrire, en désignant par S une série entière en x, 


I = Sata ate+UnHnit, 


Ce résultat établit la propriété caractéristique des polynomes X,, 
M es ENT qui est l’objet de notre attention; leur étude, en fai- 
sant connaître les relations qui les lient pour diverses valeurs 
des exposants 44, +, ..., 1, ouvre la voie à la généralisation de 
la théorie des fractions continues algébriques; voici, à cet égard, 
un premier point. 
Je considère les cas particuliers où lun des exposants est nul; 

pour frxer les idées, je suppose u, = 9 et J'écris 


he = ie 
; 2ÛR Je (3—61)(3 — Co)... (3 —C;)brtt 


En désignant par © l’une quelconque des quantités £:, €, ..., ,, 
& 
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et par +1 l’exposant du facteur 3 —%, je remarque qu’au 
moyen de la décomposition en fractions simples, on obtient faci- 
lement l'égalité 





J ue M M, My 
(2 G)(s—C)ptt (z—%)(3—5) . (z—C) PET AT TE 
où l’on a 
l I 
M = M, — M; = — 
l EE ar (F4 om | vite M C1— € 


Soit encore 
 G(z)= (3 — Getatl, (3 Cnérti, 


en omeéttant le facteur (3 — SF, on en conclut l'expression sui- 
vante 


FAN f Mezx dz <s = éemsne M, ezx dz 
2 debert)(sr t) G(z) dir (z—0}G(z Nue 
ue? dz 

RS 
C'est une formule de réduction qui donne de proche en proche la 
valeur cherchée. Le premier terme, en effet, est une intégrale J, 
dans laquelle 4 et u, sont nuls, et les suivants ne contiennent 
plus £,. Ils s'expriment au moyen de polynomes X;, en nombre 
de 7 — 2, qui se rapportent à l’approximation maximum de la 


quantité 
X/ etr + X et +... X/, ebnt, 


En regardant comme des éléments connus ces polynomes, ainsi 
que ceux qui concernent les fonctions linéaires d’un nombre 
moindre d’exponentielles, l'application répétée de la formule con 
duira en dernier lieu à l'intégrale 


I l e:x dz 


/C (z— 1) (z Es ho tee Cn)unt1 


Soit, pour un moment, 


F(z)=(3—t1)(3—%2).::(3 ©), 
nous aurons LL ETES 
ent eGix 


PR un ae 7 9 CUS HT À eGnx 
(C1 — Cn)un F C1) (C2 — Cn Un F Co) 8 ; 


Das oe 
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où X, est le résidu correspondant au pôle z=£€, de la fonction 


ex À < ; es 
2 5 Mars omobhientuüne expression plus explicite en 
(2 = Cn JBn+1 F3) 


remarquant que J, contient en facteur ztit"71; 1l en résulte 
qu'après avoir multiplié les deux membres de cette égalité 

+ » ,’ Ed » Shin ® 
par et, on peut négliger le produit J,_,e7" et omettre aussi, 
dans le développement des exponentielles, les puissances dont 


l’exposant est supérieur à u,, ce qui donne 


Xu = En D Ut | 
ATOME CCR eee AS ER 
(C1 — En )En F°(61) ml 1.2... Mn 
1 + ÉsREre Fr > (Co — Cn )r mb 
(Co — Cn)bn F'(Co) | l 2-0 FLORALE 
L Li En En)r VE Er 
CNE a on ane me nl Do —————— 
Fe 1— Cn)n KE val I 1.2...Mn 


Jarrive maintenant à un second point dans l'étude de la fonction 
X; ET + X, ex +, + b,@ CSnT, 


qui nous conduira à des relations récurrentes entre les poly- 
nomes X,. 
Soit, comme tout à l'heure, 


puis 
f(z) = (2 — Ci)la(s — fo)... (3 — Lr)tm 


de sorte qu'on ait 
J I [ ex dr 
217 Je J(Z) F(&) 


Comme remarque préliminaire, j'établirai qu’en désignant encore 
# 1) L FAT A eo 

par © l’une quelconque des quantités &,, Go, ..., CG», On peut 

déterminer un polynome ®(z) de degré 7 — 1 et nne constante €, 


de manière à avoir 


f e=x dz + ex p{3)4dz cezx 
(as): f(e) FCO ERMREe) (z--È) f(2) 


LA 
{ 


La différentiation nous donne en effet, après avoir chassé le 


dénominaleur ainsi que le facteur exponentiel, l'égalité suivante 


RCET AE FOR 
JC) 





I (ss) —eæF(s)+e| PEL 


GÉNÉRALISATION DES FRACTIONS CONTINUES RLGÉBRIQUES. 361 
F(z) ICTS3YE (SZ) ; 
Les termes + et ie sont enliers en 3, le second 


membre est donc un polynome de degré », et nous avons donc 

avec les » coefficients de D(3) et la constante c, le nombre néces- 

saire d’indéterminées égal à n + 1, pour rendre la relation iden- 

tique. 

F)F(:) 
FRE) 


Posons, pour abréger, F,(:) — et soit d’abord 


3 =, on trouve facilement 


MCE) = p EC); 


où x désigne l’exposant de 3 — Ÿ dans f(z); nous en concluons 
immédiatement 
I 


CG rx Re FMC TN ET LRU 
Cu +1) FE) 
Je fais ensuite z — &;, €; étant différent de €; il vient ainsi 
(Grec) P(Ci)icu FE (GC), 


d’où l’on tire, en écrivant pour plus de clarté D(z3, €) au lieu 
de ®(z) afin de mettre en évidence la quantité €, 








PC) — 1 ch FU) = — Li - nl 


Gi Gi— (ue 1) F'(6) 


” 


On remarquera que celle valeur est indépendante de z, mais il 
n’en est pas de même de D{É, £) qui nous reste à obtenir. Prenons 
pour cela la dérivée de l'équation 





F(23) 
LS (a 4)P( 6) ee F(s)+el ET + Fi(a)] 


el supposons 3 =, On à ainsi 


OPEL) — ee P(L)+ [2 FC) Fi(t)|, 


ce qui donne l’expression du premier degré en x, 


AE ECC FAEG)e 
| 2114 +1) F'(6) 





Après avoir ainsi déterminé le polynome ®(z, €), de manière 
à satisfaire à la relation considérée, nous en concluons en inté- 
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grant le long de contour G, 


f est dz ezx b(z,{).dz. 
Vas CCS) ECS) US CREER 


voici les conséquences de ce résultat : 
Désignons par J4 et J{ les intégrales 


ex dz ei 
rer ji ierE 5 l'ame Da) Ft) 


qui sont de formes semblables, la première donnant la seconde en 


augmentant d’une unité les nombres Hs Los 1e En décompo- 
P(z ; . fn. . 
sant 0) en fractions simples, la formule élémentaire 


F(z) 
P(z, €) si (TT) in | 
"1F(3) Dot (t=1,2,...,n) 


conduit à l'égalité 


Ji — LA PL ©) C) 114 
È FC) 
Attribuons maintenant à € lés valeurs G,, C, ..., Gr; on en tire 


les relations de récurrence auxquelles je me suis proposé de par- 
venir, qui expriment J{, J/,..., J! en fonction linéaire des quan- 
lités analogues Jy, Jx, ..., Jy. Qu'on change ensuite dans ces 
relations les nombres 11, lu, ..., l,, en les augmentant d’une 
unité, et l’on aura pareillement, au moyen de J{, J!, ..., J/,lesn 


ue e:x dz 
| nes z) F2(3) 


Et il est clair qu’en continuant ainsi de proche en proche, on 


intégrales 


Fee N19 


arrivera à la détermination, pour une valeur quelconque de l’en- 
tier y, de 


J} EPA il [ ezx dz 
S 210 Jr CNE" CS) 
Enfin, nous remarquerons la formule 


I ex dz 2 
DER Ji SNEVEI(E FETE) De a) (TE = S51, C2 + .., Cn): 


Supposons, en particulier, les nombres u,, 1, ..., u, égaux 


a 
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à zéro, on a alors 
Jean, JCz) =7;, 


et nous obtenons, par un algorithme régulier, l'expression de l’in- 
tégrale 
DS Dirt, 

QT FÉET (27 
où les polynomes multiplicateurs des exponentielles sont tous de 
mème degré, égal à y. 

L'exemple le plus simple de nos relations récurrentes s'offre 
pour 7 = 2; un calcul facile nous donne, dans ce cas, 


Cum) Cr )297 = [(Cr— Ca)e — pu po ile + (ui +, 


(ue er) (Gi Ce) Ie, = Cut a+ 1) Je, — [CG — Ge)8 + pu + Ba tilJe 


On est ainsi amené à un nouveau mode de calcul, entièrement 
différent de l’algorithme élémentaire de la théorie des fractions 
continues, pour obtenir les polynomes entiers qui donnent l’ap- 
proximation maximum de l’expression X,eñt-+ X,eï:7, lorsque 
leurs degrés diffèrent d’une unité. Nous allons montrer que le 
nouveau système d'opérations ne s'applique pas seulement aux 
exponentielles ett, e&%, et qu’il s’étend de lui-même à deux séries 
quelconques ordonnées suivant les puissances d’une variable. 
Posons 
S=a+fr+ya+..., 
S'= a +f$fr+yat+..., 


nous déterminerons deux binomes de premier degré À et B, et 
deux constantes a, b, de manière à avoir 


SANS a == S m2: 
Sb+S'B =S!x?, 


en représentant par S, et S, deux nouvelles séries de même forme 
que les proposées. Soit ensuite 


Sy A1 + Sid: = So æ?, 
S106: De S' B1— Sears 


et continuons le même système de relations, de manière à déduire 


© 
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de S et S' successivement les séries 


On aura, en dernier heu, 


Sn À n + D CR = 
D De 1e SP Ba An 


9 
n+12°, 


SPAS P 


2 
n+1% ‘ 


les quantités A;, B; étant-des binomes du premier degré, a; et b; 
4 


des constantes. Éliminons S,, S', S2, S,, ..., 52, 5, 0nobtent 
facilement les relations suivantes, 


ST ! 
SP = S'P' — Sn T22+2, 


SQ + S'Q'= Su œrm, 


où P, P', Q, Q' sont des polynomes entiers en x, des degrés n +1, 
n, n, n +1. Ajoutons-les après les avoir multipliées par des con- 


stantes p, q choisies de manière à faire disparaître le terme indé- 
14 


niv et soit 


pendant de x dans la série pSh,1 + gS 
Pp+Qg= x, P'p + Q'g = X1. 


On voit que le développement de la fonction linéaire SX + S'X, 


commencera par un lerme en æ?"*; 


nous avons donc, au moyen 
des polynomes X et X,, de même degré égal à n +1, l’ordre 
d’approximation le plus élevé de cette fonction, tel que le donne- 
rait la théorie des fractions continues. | 
Nous pouvons aller plus loin et chercher encore les polynomes 
de degrés inégaux p et u,, pour lesquels l’ordre d’appreximation 
est représenté par la puissance æ*+#+t!,,]Je supposerai le degré 
de X supérieur de m unités au degré de X,. En désignant alors 


par E la partie entière arrêtée au terme en æ*-! du développement 


L 


S : x 
de T° de sorte qu'on ail 


SE—S' = Sr", 
J'applhiquerai l'algorithme qu'on vient de voir à Sç et S. On for- 
mera ainsi les égalités 
SP —— So P' —= S n+122+2, 
SQ + SoQ'= Sur æ?+2, 


GÉNÉRALISATION DES FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES. 365 


et nous en conclurons, en introduisant S au lieu de S,, 


S(Pær+ P'E) — S'P'=S,,;æmm+2n+2, 
LOT —— Q'E) — DO St PTE, 


Ajoutons encore membre à membre, après avoir multiplié par des 
constantes p et g de manière à introduire le facteur x dans la 
série Si P + Syyig, et posons 


X =(Pp+Qg)æ"t+(P'p+Q'a)E, 
X: Cr Sr E°0 a Q'g, 
Sn+1 © = Sn+1P + Sax 9: 


Ces polynomes sont, le premier du degré u—=m+n+i, le 
second du degré y, = 7 +1, et la relation 


SX:-E SX, — SR DIN+HIN+3 — Sh1 TU+Ut+I 


montre qu'ils donnent l’ordre voulu d’approximation maximum, 
Je remarquerai encore que, si l’on élimine successivement S et S' 
entre les deux égalités précédentes, on en üre 


S (PQ'— QP')—(S,;1Q'—S/,,,Q )x?#+2, 
S'(PQ'— QP') — (Sat DS RO ns, 


Ilen résulte que le déterminant PQ! — OQP'est divisible par x?"+2 

Le Le ? 
sous la condition qu'on doit admettre, que S et S' ne contiennent 
pas en même temps le facteur +. Nous avons, par suite, 


FE LUE GP: — cæ?n+2, 


en désignant par € une constante, puisque le premier membre est 
du degré 2n +2. Ces polynomes ont déjà été considérés par 
M. Padé, qui les a introduits dans la théorie des fractions con- 
tinues algébriques, et en a fait une étude approfondie dans une 
Thèse de doctorat présentée à la Faculté des Sciences de Paris. 
Nous allons bientôt en trouver une application en cherchant 
à étendre cette théorie à la fonction linéaire, 


SX A SX SUN. 


question difficile dont j’essaierai de donner la solution. 
IL s’agit alors de trouver pour X, X,, X, des polynomes de 
degrés 4, 11, 2, tels qu'on ait, en représentant par S, une série 
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entière en +, comme S, S/ et S”, 
SX + SXye SX — Sala tlsr2, 


Cette condition fait dépendre leurs coefficients de la résolution 
d’un système d'équations homogènes du premier degré au nombre 
de u+ pi + ue + 2, qui les déterminent sauf un facteur commun. 
Mon but est de donner un algorithme qui conduise au résultat 
cherché, sans avoir d'équations à résoudre. 

Je me fonderai pour cela sur la première remarque que j'ai faite 
en considérant le cas où les trois séries sont des exponentelles. 
Elle conduit à supposer d’abord que l’un des polynomes multipli- 
cateurs se réduit à une constante. Nous avons vu, en effet, qu’en 
prenant pour auxiliaires les éléments de la théorie des fractions 
continues, on est ramené au cas fort simple et dont la solution est 
immédiate, où deux de ces polynomes sont indépendants de la 
variable. | 

- Supposons X, constant, X et X, devant être des degrés mn et n. 

J'emploierai la partie entière, que je désigne par E, du dévelop- 
r 

pement de Fe jusqu'au terme en æ”*, puis parmi les fractions con- 


! 


. . S A L4 À 
vergentes qui se rent de ©; le groupe de celles où les dénomi- 


nateurs sont de même degré, égal à m, les degrés des numérateurs 


’ p 20 . , \ , L 
étant la série des entiers de zéro à n. Représentons-les par later 


D; 
N; étant de degré £ et D; de degré m pour t—0,1,;2, non 
aura les relations suivantes, où 54, $,, :.., S, sont des séries 


entières; en premier lieu 


SE — S'— Sym, 
puis 
SD, ÊS S'No — So LUE, 


SD, + S'N: —= Sa ULRE 
U 1 ; 
SD, — S N» == Sn LFAHI, 


Cela posé, déterminons la constante %,, de manière à faire dis- 
paraître le terme constant dans S, — s,%, et soit, en conséquence, 
SES SA 


Opérons de même sur S, et s,.et posons 


So — S1X1 —= S 34, 
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nous continuerons pareillement jusqu’à parvenir à l'égalité 
S +1 — Sn An — S n+-2 a, 

> À . 9 - L2 

et l’on verra facilement qu on à ainsi 
S1 — So 49 — S1 TL —...— SndnL!— Sn+2 et, 
Posons ensuite 
X = E — Diao— Dix —...— D,2, 
X: Æ No to + Nic ete Nr de 


ces deux polynomes, dont le premier est du degré » et le second 
du degré #2, donnent le résultat cherché, comme le montre la 
relation 
SX + S'X,—S"=S,,spmtnr2 

qui découle immédiatement des égalités précédentes (). 

Ce point obtenu, je reviens encore au cas où les séries sont des 
exponentielles, et en supposant 7 — 3, aux relations récurrentes 
qui donnent les quantités désignées par Je 


EE 
» JE, Jr, au moyen 


de Je, Je, Je. Posons, pour simplifier, 
a — Ca — C3, Bts, = Gt; 
on conclut aisément, des formules générales, 


Gai)aBey = [ua pa )8— (ue pat )y— Belle, 
+ [Cu +) 82 pa8 Jr, 
Pa [( M1 ns L}7° = rbe xy]Jr,, 
(ua nafy, = [Cue+i)a— ua, 
+ [0e + Ms Hi) —(i+ m+ija- ayæ]ir, 
+ (hey — Hair, 
(psPiarfyls = [(usti)ae — paris, 
+ [(us +1)P2— pafy]Jr, 
+ [+ ps+ Da — (het +nf—afz]Jr.. 


La principale remarque à faire sur ces résultats, c’est que les 
quantités Jz, Jr, Jx, y représentent de trois manières, pour trois 





(!) Cette question a été le sujet des recherches de M. Tchebichef qui en à 
donné la solution par une méthode entièrement différente de celle que j’ai suivie 
dans le Tome XXX des Mémoires de l’Académie des Sciences de Saint-Péters- 
bourg ; une traduction française du travail de l’illustre géomètre, Sur les expres- 
sions approcheées, linéaires par rapport à deux polynomes, à paru dans le 
Bulletin des Sciences mathématiques, t. 1, 1877, p. 280. 
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systèmes différents de polynomes, le même ordre d’approximation 
maximum de la fonction 


X; er X» etrx + X; ect 

et qu'il en est de même pour J;, J;, J;, l’ordre se trouvant alors 
augmenté de trois unités. D'après cela, je considère pareillement 
pour le cas général les trois relations 

SP + S'P'+ S'P'= Sr, 

SQ + S'Q'+S"Q"—=S'izæ7, 

SR 43S'R + SR Ste 
où les degrés des polynomes muluplicateurs étant donnés dans le 

5 po) Î 

Tableau suivant, 


 / [/4 
m, M'—1, M'—I1, 
mM —1, m', m'—1, 
M —1, M—I, mm", 


on a 
n=mimE+m". 


Nous obtiendrons done, dans chaque égalité, lapproximation 
maximuin, et je convtendrai de donner au système des coefficients 
la désignation de polynomes associés d'ordres (m, m', m'). 
Déterminons maintenant trois binomes de premier degré A, B, C 
et six constantes @, &;, db, b,, c, c,, de manière à avoir 


SA +S'a + Si ai = Sat, 
S10 +— SB+S bi =S, zx, 
Sc RS ES" CE Ste 


en indiquant par S:, S,, S, des séries entières en x. Il est évi- 
demment possible de satisfaire à de telles conditions, chaque 
égalité renfermant, sous forme homogène, quatre indéterminées 
qui permettent d'annuler le terme indépendant ainsi que les coef- 
ficients de x et æ?. Cela étant, on trouve, en éliminant S,, S',S, 


les équations suivantes : 
S(PA + Qa +Ra)-+S'(P'Aæ+ Q'a + R'œ) 
+ S'(P'A + Q'a + R'ai) = Ssants, 
S(PO+OB +RD)+S'(P'b + Q'B+R'b:) 
+ S'(P'E + Q'B + R'bi) = Se æmti, 
S(Pe+Qc+RC) +S'(P'e + Q'c;+ R'C) 
+ S'(P'e + Q'ei+ R'C) = S, r2r3, 
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où les degrés des coefficients de S, S', S' sont 


mm +1, tree mm", 
21 m'+-1, In", 
mn, frte, m'+ 1. 


Nous avons obtenu, par conséquent, les polynomes associés 
d'ordres (m +1, m'+r, m'+1) au moven des polynomes asso- 
ciés d'ordres (m, m', m'), par une loi de formation que nous con- 
ünuerons en posant les nouvelles égalités 


So AISÉE 5 a + So a’, = S 33, 
S26' + S, B'+ S04 = Sa, 


S2C + So Ci + So C = Sr. 


n en conclura les polynomes d’ordres (m +92, m'+2, m'+o 
On en concl | Ly d’ord +9, m'- ue 
et, de proche en proche, en poursuivant les mêmes calculs, nous 
parviendrons, par un algorithme régulier, aux polynomes associés 
des ordres (m + p, m'+ p, m'+p) où p est un entier arbitraire. 

ous avons maintenant les éléments nécessaires pour la solution 

N s t t les élément I la solutio 
de la question générale de l’approximation maximum de la fonc- 
tion 
LR CD CPE 


en admettant que X, X,, X, soient de degrés 4, u,, ut: Je sup- 
pose, pour fixer les idées, que p soit le plus petit de ces trois 
nombres; je ferai 


U — WU M, Vi— = M, 


m et m! élant positifs et pouvant être nuls, et j'appliquerai l’algo- 
rithme précédent aux quantités que je vais définir. 


mr ; A s’ 
Soient p ©! 0 des fractions convergentes urées de < €t telles 

ue les degrés de P er Q soient m +1 et m: ceux de P'et Q’ 
q 2 “np | 
nm et m'+1. Les deux premières S, et S' résulteront des égalités 


suivantes : 
DES PES, CLR RSER 


4 f f [ " r 
SQ US Q — S', rt +2, 


et la troisième Se sera donnée par la relation que nous savons 
former, où R et R’ sont des polynomes de degrés m et mn/, à savoir 


SR + SR’ S"— S' pm+m'+, 
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Cela étant, nous obliendrons les polynomes associés d'ordres 
(m+o,m+o, 1), (m+3, m+3,2),..., par le calcul de S., 
S', S'; Ss, S,, S',..., et ces mêmes opérations continuées Jus- 
qu’à ce qu’on parvienne à Sy, Su, 94, donneront, en dernier lieu, 
les polynomes d’ordres(mtu:, m'+12, 12), c’est-à-dire (14, Lu, to); 
c’est le résultat auquel il s’agissait d'arriver. 

La méthode que je viens d’esquisser repose principalement sur 
l'emploi des polynomes associés; j’ajouterai à leur égard les 
remarques suivantes, qui se tirent des équations de définition 


SP: S'PESTPE = Sir 
SQ a S'Q'+ SN re hp PALR 
SR+S'R'+S'R'= S! æ. 


in les résolvant par rapport à S, S', S' et désignant par D le 


déterminant 
P PSP 
QC RTE à 
RICRICR? 


on obtient d’abord la relation 


Di cCrr, 
où c est une constante. 
Je les ajoute après les avoir multipliées par des indéterminées p, 
q, r, dont je dispose de manière à avoir 


| S1p + 919 + Sir =Ssx?, 
el je pose 
X =Pp +Qg +Rr, 


X1= P'p +Q'g+R'r, 
X3= P'p + Q'g + R’r, 
ce qui nous donne 
SX + SEX; HE SX, sr’, 


et, par conséquent, l’ordre d’approximation maximum, avec les 
degrés m, m', m' des trois polynomes. 

La recherche de cette approximation maximum peut encore être 
considérée sous un second point de vue bien distinct de celui 
auquel je me suis placé jusqu'ici. Au lieu de séries ordonnées, 
suivant les puissances croissantes d’une variable, j’envisagerai 
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1 
em 


n développements de la forme 





et en les désignant par S,, S:, ..., Su, Je me proposerai d'obtenir 
des polynomes X,, X:,..., X, de degrés Lis: Lo 2. 5 Maitels que 
la fonction linéaire 

SX + SoXo +... .+ SnXn 


ne contienne aucun des termes en 


I I I 
ve € f. : mms  @ 
x? La thotr...+Unt/i 


Soit, pour abréger, 


M= MEME... + Un; 


représentons aussi par E Île groupe des termes entiers en x dans 
cette fonction, on aura l'égalité suivante, 


LA 
€ € 
am+n am+n+1 ? 





Si X1 + Sa X29 +. Re ne Sn Xn — ÈS 


et nous remarquerons que les polynomes multiplicateurs, ainsi 
que la partie entière E, se trouvent, d’après la condition posée, 
complètement déterminés, sauf une constante qui entre en facteur 
commun. Le calcul intégral offre un exemple intéressant de ce 
mode nouveau d’approximation, que j'ai déjà indiqué (Journal 
de Crelle, t. T9) et que je rappellerai succinctement. Il se tire de 
cette nouvelle expression, semblable à celle que j'ai considérée en 


commencant, 
sf (z— &)  d3;x  * 
Ja (s— COMICS + Co hat. (3 = En nt 


mais où lintégrale est rectiligne lorsque les exposants u, 


Hi, -.., Un, ayant pour valeur commune y, où a 


= {1 


Si nous posons encore “ 


PR Tite cr) bete), 
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on aura plus simplement 


1 (z — xt dz 
J _ M RIRES 2 qe D 
FPE (CS) 


er 
c’est l'intégrale d’une fonction rationnelle, et l’on trouve faci- 
lement 


r » 

; ar LR me — Co L— En 

J = Xilog LE MEX Joe 0 Nr 
Mrs LT — Can T — in 


Dans cette formule, X,, X:,..., X,_, sont des polynomes du 
degré ui, l’un Mo d’entre eux X; étant le résidu de la frac- 


(z —x)t 
tion rationnelle FE qui correspond au pôle C;. Soit enfin, en 
développant suivant les puissances décroissantes de 3, 
3 — x )F dl 
(as) _ - ai. + ONE 
EFu+i1 (z) glti—1)u+12 gti-1ut+n+i 


on en üre la série 
r A! 
% P 
J — ati-1)u+n—1 GT ati-1u+n Tes.s 
dont le premier terme montre que le système décent poly- 
nomes conduit en effet à l’'approximation maximum. 
Ce résultat m'avait donné l'espoir que la considération des deux 


intégrales 
LE y 2 
et dz (3 — x) dz 


7 c SC)E) SU NET 

Où } ai posé 
Fa) =(z— fi) (s — Lo)ba... (3 — Cn)br, 

me servirait également pour éclairer la question des deux modes 
d’approximation que j'avais en vue. Mais si l'étude en est toute 
semblable, les conclusions à en tirer sont bien différentes, ainsi 
qu'on va le voir. 

En employant les dénominations dont j'ai déjà fait usage, j'ai 
d'abord remarqué qu’on peut déterminer le polynome (3) du 
degré n — 1 et une constante c, de manière à avoir 


se (z— x) ds = [ES z)d3  _c(z—x}., 
CET EN AE SE NX He RES) (3 =) 


Nous en ürons, en effet, cette égalité 








sm = (s—t)d(s)—veF(s)+e(s 2) | 
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et, en raisonnant comme nous l’avons déjà fait, on en conclut 


d’abord 
I 


Mes) FE) 
puis, si l’on écrit D(z, €) au lieu de D(3), les valeurs suivantes : 


LE pi (Gi) 
P(GnC) — | es l’ 





| PURE u Mr: Cid F” ! 
Re [2 Ge PC] 


qui contiennent l’une et l’autre la variable x au premier degré. 
Cela posé, l'intégration nous donne, en admettant que l’expo- 
sant y soit inférieur au degré de (3 — €) f(3), 


Le (z— x) ds = [EE 1 (3) dz 
tas) F2) f\z)F(3) Û 


LEUR P(z) 
Remplacons maintenant nr Pet la somme 


dE DUR 
Ver Ce (3 — Gi) F'(G) (Gi) 
et posons : 


(z— x)" 1 dz de é je (z — x)" dz 
ee te 7e RE LE | 
1 (3 —T) ft) $ ji &—0)f() F(2) 


LE 
on obtient, pour les valeurs Ê—€,, Co, ..., Cx, les relations 


PRE) : 
J: F Fe) À £, REV Dr Cu 


Après avoir remarqué qu'on a encore, en général, 


© (3-— æ)'-1 dz D I : 
Éd ——— Jr, A Es RCE (A) E 
1} FE) FC) RUES EAU RU 700. 


Je vais considérer le cas particulier où fu, fe, . .., 4 sont égaux 
àmetvyàau<+i,ce qui donne 


_ 3 — æ)b ds Sr © (z2— x)b+t dz $ 
TE LEE )FU(z) = f (3 —&t)Fr#1(2) 


On passe de la première intégrale à la seconde par le change- 
ment de 4 en 4 +1; nous voyons, par suite, qu'en supposant en 
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premier lieu  — 1, les relations trouvées conduisent par un algo- 
rithme régulier à la détermination pour toute valeur entière de 
des quantités J£ et, par conséquent, des polynomes X,, X:,..., NN, 
dans l’égalité 


Cn—1 que Fe: 


°(2—2)'dz mt 
à CHF CIRE RES Jos ST RS No : 
n—1 


NE Fu+1(2) Es D C2 
Pour ne pas trop m’étendre, je ne jetlerai qu'un rapide coup 
d'œil sur cet algorithme; je me contenterai de remarquer que la 
partie transcendante de J; se présente sous la forme suivante 


= TL — 1) Apr e 
X (X — G) log re X, (x — C2) log LT D EE 
+ X, (x —{)log= cn, 
T — È 
DU NRA X4 sont des polynomes de degré ù —1. J’obser- 


veral encore qu’ en développant suivant les puissances descen- 
dantes de +. nous trouvons 


el 


Je Li: DA VI 


On est donc encore amené, avec le système de ces coefficients, 
à une approximation maximum, mais qui se rapporte à une autre 
expression que la proposée. Les polynomes auxiliaires, auxquels 
donne naissance le nouvel algorithme, sont ainsi d’une nature 
toute différente de ceux auxquels nous avons précédemment 
donné le nom d’associés. Devant les grandes difficultés qui 
s'offrent maintenant pour saisir, dans ces circonstances, le moyen 
de passer du cas particulier que nous venons de considérer au cas 
général où les logarithmes sont remplacés par des séries quel- 
. Conques, J'ai dû poursuivre dans une autre direction la recherche 
que J'ai entreprise; voici, en peu de mots, ce ques obtenu : 


"4 


Soient S et S! deux séries de la forme © + NS es ae Le SAR 


désignerai DALIPS PEAU QAR Rèdes DolyE aomes nt Va degrés 
sont donnés par ce ANT 
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et Lels qu’en posant n — m + m'+2 on ait les égalités suivantes, 
qui sont caractéristiques de l’approximation maximum, à savoir 





tD' n x z 
ER TS DA RP NES 
æ'!t anti 





Ê g' 
SQ + S'Q'—E = 2 +4 hi 


dn+i æœ+2 





car PS RC Ag VS ES LR US ES 


æn+1 ‘ an+2 


Cela posé, je forme ces combinaisons linéaires où A et B sont 
des binomes du premier degré; a, a!, b, b' des constantes 


PF SP L)A + (SO + S'0"— E')a +(SR+S'R'—E")a 


L' \ ND! ! 
& 4 Ÿ “ 8 ÿ 25 be Se ' 
\lu x! 34 æn+i 2e gà | FE vn+1 + æn+2 UP LAN ABC æi+i qe: æ'i+2 ve ) & 


IP+S'P—E)D +(SQ+S'Q—E)B+(SR+S'R'—E")0 


| 2 4 a! 8 G’ 2? cs 
de | RNESTE SR 1 21 4? e œ £ el A mErS f 
| É ASE Sert +...)8 + (= mes +...)B — ( re +...) b 


Q+S'Q—E')e +(SR+S'R'—E")c 
L/58 p' Y Y \ 
(ee. e+(ne L+..)e. 


J’observe maintenant qu’au moyen des coefficients indéterminés 
contenus dans À, B et des constantes a, a!, b, b', on peut faire 


disparaître dans les seconds membres des deux premières épalités 
P P 5 

] 
rn+1? ædni+2 




















Q n 
les termes en re » et enfin, au moyen de c et c’ dans la 


ER I £ 
troisième, le seul terme en -+ Soient donc 


a+ 
P;=PA+Qa+Ra, 1 = P'A + Q'a + R'a', 
D P2HOB +R, Q, = PL Q'B+R'ES 
Ri= Pc + Qc, Re P'c 0e, 


nous aurons les nouvelles égalités, toutes semblables aux précé- 
dentes, 











2 e À 
DES TE PES FT EE Il 1 
SP; +S'P! PE nn EU 
Aa ! 
s POV mL = pP1 1 
SO: + S 4 E, — an+3 me g'i+ + Es , 








.. 


DRAAMSER RS TI LE SR 


PAU 2 , a+ 


Chacune d’elles correspond encore à un ordre d’approximation 
P PP 
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maximum, les degrés des coefficients étant 


M+I, M+I, 
M+2, M+I, 


M+HI, M+H), 


et l’on voit que, par la relation de récurrence, on parviendra, de 
proche en proche, à trois foncuons linéaires dont l’ordre d’ap- 
proximation sera de même le plus élevé possible, avec des coeffi- 
cients des degrés 

m+n, Mm+n, 

M+R+HI, M'+n, 


M + n, M + nn +I, 


n étant un entier quelconque. Supposons, en particulier, m = 0, 


m'— 0, nous aurons la solution de la question que nous avions: 


vue dans les trois cas où les degrés des polynomes facteurs de S 
et S' seront 


ñn, n , 
CE me n, 
re TES 


Voici un autre résultat. Je pars des relations 


L4 














4 5 À 
:/ D! AN AJE er ; 

SP + S'P —E — part ET TC 

/ 

! D! a %1 
SP;+sS Por EST mA 

! 

do Lo 

! p/ Pas 2 
SPr+S Pr — Er = æn+2 TT ns 


dans lesquelles P, P,, P, sont des degrés m,m<+i1, m+o, 
P', P°, P’, du même degré m’ et où j'ai fait À — m + m'. Ajoutons- 
les membre à membre après avoir multiplié la première par une 
constante c, les deux autres par des binomes du premier degré À, 
et À,. Posons maintenant cette première condition que, dans le 
coefficient de S', c’est-à-dire P/c + P' A, + P, A,, le terme du 
degré le plus élevé disparaisse. Il restera encore quatre arbitraires 
et 1l sera possible d’annuler dans l'expression 
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I 


HE payant Soit donc 


$ I 
les coefficients des termes en TE 


PI=P c + P;, A1+ P: A, 
PAPE EP A CPAS 
F3; = Ec + E; Ai + E> A»; 


nous pourrons écrire 


/ 
LL NE 
a+ VAE 


SP, + S'P3— E3 — 





P; étant de degré m +3 et P, du degré m'. C’est une nouvelle 
relation de même forme que les précédentes, et nous avons ainsi 
une relation de récurrence semblable à celle de la théorie des frac- 
tions continues pour obtenir, de proche en proche, l’approxima- 
tion maximum pour le cas où les coefficients de S et S’ sont des 
degrés m + p et m', p étant un entier arbitraire. Supposons en 
particulier m'= 0, le premier sera du degré p, le second une con- 
stante, en admettant qu’on sache obtenir ce polynome et cette 
constante, l’algorithme donnera les multiplicateurs de S et S' qui 
sont de degrés nr + p et p. 


SUR UNE 


EXTENSION DE LA FORMULE DE STIRLING. 


Mathematische Annalen, t. XLY, 1893, p. 581-590. 


Je me propose de montrer que l'intégrale de Raabe 


24 + 1 


| logl(x) dr = aloga — a +log 27 


A €! 
* 


donne une méthode facile pour obtenir l'expression de la quantité 
log[T(a+E)T(a+i—#)], 
en supposant £ compris entre zéro et l’unité, lorsque « esi un 
orand nombre. Nous retrouverons ainsi, par une nouvelle voie, 
; ‘ [ be $ 
dans les cas particuliers de £ — 0 et £ — ci les séries 


ER Dé D AL ee Ni à 
PA 


2n(27—1)a V1 i 


(— [)? (22n—1 ss FiB% 


e I ME". 
logT {a + — = aloga — a + log Yar + - - 
2 " 2n(2n- 14) (20404 


découvertes par Surling et par Gauss, où B,, B:, ... désignent 
Te | L ’ 
les nombres de Bernoulli, RE M Re leurs termes complémen- 
9 
laires. | 
Je remarquerai, en premier lieu, qu’on tire aisément de la for- 


mule 
us Fear ex dx 
logr(a)= f — —(a—r)ez mr 


, eX*— 1: 
SR Le 


celte expression nouvelle de l'intégrale de Raabe, à savoir 


(Eee ro 0 NULS 
AS eax l et dx 
DÉS NEA — —{(a— - | ex — ———|—. 
æ \ 2 EP EEE 


a Ces, À 


[ee] 
SJ 
© 
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Nous concluons aussi de la même relation 
log[T(a+£)T(a +1—6)] 


0 elta+&)z + eta+1-E)x — 2 CT ; dx 
+ es ( DA 1) et LEA S = 
: AG 


ét 





Cela étant, il suffit de retrancher membre à membre, avec 








l'égalité 
Û 
2 (a log + log 27) Fe ee SRE ne Tea 
O2 — 4 0© QATAR —(92A4— 71) C" — --— 
Oo D 7 D LCR x \ / ue x 


pour parvenir à ce résultat 


log[T(a+t)T(a+1—E#t)] — 2(aloga— «a+logy2r) 


0 CRE eU—Ëx D) etx dr 
o 


On voit que l'intégrale du second membre ne contient la quan- 
uité & que dans l’exponenuelle et; c’est cetie circonstance qui 
permet de la développer suivant les puissances descendantes de 4. 
Mais avant de nous occuper de ce développement, nous remarquons 
qu’on obtient sur-le-champ la valeur asymptotique pour & infini de 


log[F(a+Ë)T(a+i—EË)]. 


Soit, pour abréger, 


: ex +'et=bx 
cette fonction est paire, car on peut remplacer ET Pl l’ex- 


$ 1 2 l 
(ES), —(E-5 





4 e : Fe s 

pression = , qui change de signe avec æ. Elle est 
e*—e ©? 
nulle pour æ infini, en supposant £ moindre que l'unité, comme 


, 1— GE + GE 
€ ) 


nous l'avons admis; elle est égale pour x = 0 à a 


reste toujours finie lorsque la variable croît de — © à zéro. Si 
nous représentons par M sa plus grande valeur absolue, et par 3 
un nombre compris entre — 1 et +1, on peut donc écrire 


0 œ- 
M 
fe F(r)ett dr = ee. 





« 
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ce qui nous donne 


—. MS 
=log[T(a+t)T(a+1—t)] — aloga—a+logVar+—- 
L I : d 
Soit £ — =. la fonction 


2e? 2 L 





EE sn 


Er e 
ex —] LOE 


est alors toujours négative, son maximum absolu correspond 

\ I Là 5 

à T — 0 el a pour valeur 17 nous obtenons donc, en désignant 
2 

par e un nombre positif inférieur à l'unité, 


/ 


—- € 
log T (a+ :) — aloga — a + log V2r— 
2 





24 4 


En faisant ensuite £ — 0, on trouve 


expression toujours positive, dont le maximum g est encore donné 


pour æ — 0. Cela étant, on conclut de l'égalité T(a+1)=ar(a) 





) 


logT(a) 1 + | + 
a)={(a——|losa=a los are 
À 2 2 7 12€ 


e étant positif et moindre que l’unité. 
J'arrive maintenant à l’étude de la foncuon F(x), et je cher- 
cherai d’abord les coefficients de son développement suivant les 


puissances croissantes de la variable. Employons, à cet effet, 
l'égalité 


ex — } ; x 
—— =i+ù PUS) Eto e (ITS ESS 


où S,(Ë) est un polynome de degré n +1, qui représente, pour 
-æ . 
& entier, la somme 


JET 4219 A LEE (Ë AIS 1)2+1, 
Ce polynome salisfait à la condition 


Sa(t—E) =(—i)rtS,(E), 
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on a donc 


eti—Ex — nl 


a CI æ!t 
En ne 0 rer 


12 


Joignons à ces deux relations la suivante 


9} D æ2n-1 
————— = — —] +2 > (—1)1B, ———, 
ET — 1] NE OA) 


en observant que 





eT — 1] et — 1! CT — } eX — ] 
on trouve aisément 


ex + eU—E)x 


2 ; | 
ex — 1 me > [27 Sani (6) + (—1)"1B;] 


CRE CAES. NL 


æ?n-1 
SD UE 


et, par suite, 


i F S CE 1B a?2n—1 
T)—=2 21 D2n— ATV es 
( ) » ne 1(6) + ) n] RON AD 71 
Ce développement, s’il était permis de l’employer dans toute 
l'étendue des valeurs de la variable, donnerait l'expression sui- 
vante 


0 € te Lez n—1 
fe F(æ) eux dx D 


n(2n—i1)a?1i-1 


mais il n’a lieu qu’en supposant le module de x inférieur à 27, la 
série que nous venons d'obtenir est divergente, il est donc néces- 
saire de la limiter à un nombre fini de termes et de donner l’expres- 
sion du reste. Nous traiterons ce point important au moyen de la 
formule qu'on tire du théorème de M. Mittag-Leffler, et qui sub- 
siste pour toutes les valeurs de la variable 


EC) Dre RATES BH REN NN PEN E 


x'+ 4 mr? 


Elle s'obtient encore par une autre méthode que j'indiquerai à 
cause de sa simplicité, en cherchant, au moyen du théorème de 
Fourier, le développement trigonométrique de F(x), considéré 
par rapport à E. 

Envisageons, à cet effet, la quantité et? + er, et posons entre 
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sore | 

les limites — 1 et 1 del 
Ux TE A # LÉ ; \ 
EST + ee m COS NT (m.= 0,4, ER 


Sans mettre dans le second membre le sinus qui change de signe 
avec €, on aura, sous la condition de réduire l’intégrale à moitié 
pour m — 0, 

+1 
AD ES f (eëx + e-ix) cos nr dé. 
/—1 

Cela étant, je remplace eff + et par 2 cosi@æ, ce qui permet 

d'écrire 
(eëx + ex) cos mrt — 2 cost cosmrt 


= cos(ir + mr) + cos(iæ — mr). 


La valeur cherchée s’obtient immédiatement au moyen de cette 
transformation; on trouve ainsi 


ALX COSMT SIN LT 





NT x? + mr? 
Po 
Lee eat ex) 
æ? + mn?T>? 
et, par conséquent, 
dam Me an (— 1)}297 cos mTé 
. = + (M = MEET 
ete x x? + mn? 


L'expression de F(x) découle de ce résultat en posant C—2£—1, 
À ee É E 2 , , . , 4h 
de sorte que £ a pour limites zéro et l'unité, et changeant x en PR 


voici maintenant la conséquence à en tirer. 
Développons, suivant les puissances croissantes de la variable, 


_— 


la fraction =» On aura, pour le coefficient de x?2-2? 


x?+ 4 mr? 


dans F(x), la série 


COSATÉ  cos6TE ge ) 
NAS pence gt ET CE ! . , 


22 324 


5 (cost —— 


_d’où légalité suivante 


U 
% 


Fr 
An Son-1(e)+(— 1) 1B, 2 , . COS4TE 
NN RU CLIS TC à 
ÉRIC 0 (27)? à 21 
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On voit que, en supposant 7 un grand nombre, le second 
2 COS 2TE 
De là résulte la divergence du développement suivant les puis- 


membre se réduit sensiblement à expression fort simple, 


sances descendantes de «a par lequel: nous avons représenté l’inté- 
orale 


0 
f F(x)eax dx; 


il s’agit donc d'obtenir une série limitée à un nombre fini de 
termes avec l'expression du reste, c’est l’objet des considérations 
qui vont suivre. 

Remplaçons dans l’intégrale la fonction F(x) par son dévelop- 
pement trigonométrique 


A COS2mTE 
æ?+ 4 m?2T?? 


®cos2mr eax 
2 Rte ete — dx. 
x? + 4m°?T? 


2MTT 


En changeant x en ———; elle prend une autre forme et devient 


va a COS2M TE e2MTX e2mRx 
dx. 
| m(a+at) + a?) 


La sommation s'effectue alors au moyen de la formule 


on a la suite 


‘ 
log(1 — 2 cos2TE e—20X + ehnrx) — > — COS2NTE e?NTRX 
m 


et l’on obtient pour l’intégrale 1: F(x) et dx, qui contient en 


exponentielle la quantité &, l'expression suivante 


0 .: 
ne a log(1 — 2 cos 26 e2nx + etnx) 


dx 
x? + a? ÿ 


où cette constante entre sous forme rationnelle. Employons main- 


tenant l'identité 


«a I x? | [es 1)2-17?n—2 ee 12728 
a+ a? «a a .. a?n—1 a?n—1(x? + a?)? 


la partie entière donnera le développement suivant les puissances 
P P 
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descendantes de a, limité à un nombre fini de termes, et les 

AIS s4à F 7 
coefficients de cette série, les polynomes en $ que nous avons pré- 
cédemment obtenus, s’exprimeront par la formule 


on San-1(E)+(—1)21B, 
FOOT EN 





0 
(tin 
ce æ?2n-1 log(i — 2 cosaTE ex + eltz) dx. 
T 


00 


Nous trouvons, en même, temps que le reste, en s’arrêtant au 


» est représenté par l'intégrale 


I 
téermeen-— 
a?—1 


/ 0 « ! 
(— 1)2 IL æ?n log(ir — 2 cos are e?Tx + SUP are 
an-i( x? + a* ) s ? 


e _. 


c’est le résultat auquel je voulais parvenir, Je vais y ajouter 
quelques remarques. 
La quantté 1 — 2 COS2 RC TTL eiTT est inférieure à l'unité 


pour toutes les valeurs négatives de x, c’est-à-dire dans l'étendue 


‘intéo ? rÈ a» , E 
de l'intégrale, lorsqu'on a 2 cos2r£ >> 1, et, par conséquent, £ < & 


elle est, au contraire, supérieure à l'unité si le cosinus est négatif, 


Le RENE 
ce qui suppose 6 compris entre CHU Mais, en dehors de ces 
4 


deux intervalles, elle peut prendre des valeurs plus grandes ou 
moindres que cette limite, et son logarithme passer du positif au 
négatif. C’est seulement dans les cas où le signe de 


log(i— a cos2TE e2TX + einx ) 


ne change pas qu'on parvient, pour le reste, à cette expression 
simple où € désigne un nombre positif plus petit que Punité 


0 : 
(—i)te æ?n log (r — 2 cos 27e ent + einx) 
T a?+1 Ps 
7 — © 


Le développement que nous avons donné du logarithme de 
T(a+£)T(a+i—EË) 


possède alors exactement les mêmes propriétés et a le même 
caractère analytique que la série de Stirling, un terme de rang 
quelconque étant une limite supérieure du reste lorsqu'on s'arrête 
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au terme précédent. Tel est le cas de la formule de Gauss où la 


1 : I 3 
valeur E — 4 est comprise AE et-; on a alors 
ne 


SENS ER 


Enr PRIT 


ee 2 


de sorte que les coefficients résultent de l'expression connue 


æ2i—1 


L 
: 2 00 A gr D A en B, Te 


RAT PER ON RUES A PE D À 





J'étais parvenu aux résultats qu'on vient de voir lorsque j'ai 
remarqué qu'ils pouvaient se tirer d’une relation donnée par 
M. Sueltjes dans son Mémoire Sur le développement de logT(x) 
(Journal de Mathématiques de M. Jordan, t, V, p. 425). L'émi- 
nent géomètre établit cette proposition générale, d’un grand 
intérêt, qu'en désignant par f(æ) une fonction uniforme et con- 
nue dans le demi-plan, à droite de l’axe des ordonnées, on a 


+ 00 . 
HAN : 15 HAN du. 


u? + a? 


En supposant ensuite 


I POS ASE) PEZ + 12€) 1 
FE pd LE 4 Fo Vi EE RAR EL RE ER En 2 
HUE) mike: T?2(3) D) 


logs, 
il obuent l'égalité 

MERE) (@ IE) 

g T?(a) 


I l ee CET LE E?TU 6 TU — D COS TE 
= —loga — — = los » 


2 TOUS @ 20 Géré enr) 


fl 
= 10 
2 





et il suffit de la joindre à la relation 


L Fe TRISTE I 
log (a) — (a—:) loga—a+log y 2r + / RTE co log ( ) 
2 T° ; 


20 4 \ 








pour arriver à l'expression dont j'ai fait usage et que j'ai déduite 
de considérations toutes différentes. Je saisis encore l’occasion de 
rappeler, à propos de ce beau et important travail, qu'en posant 

I 


1080 (4) = (a—:) loga — a + log ÿ27r+J(a), 


. 


D 
C1 


H. — IV. 
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l’auteur parvient à la formule suivante 


CN 


l 
tele dx 
: : 3 == pe © 
(a) =} fe (ANT NT En AT 2) + n+x)(A+n+I—X) (n LE À D VU bn à 


en se fondant sur un résultat fort remarquable, découvert précé- 
demment par M. Bourguet, à savoir 


SIN2ATr 
J(a > 1e. RE PR NC On 
) LX+a RRSE, ( ,] y 1 ) 


L'expression de M. Sueltjes peut s'établir facilement et se géné- 
raliser en considérant l'équation 





= log[T (a + E)T(a+i1—Et)]=aloga—a+logy2r +J(a), 


où l’on a 
0 


f F(x)ecx dx. 


EU— 10 


Jia 


Voici d’abord un développement en série de l'intégrale qui 
s'obtient en mettant la fonction F(x) sous cette forme 


2(T— 1) —r[eix + et—9x] 
æ?(1— e) 


et employan t l'identité 


I enx 
= JS CTE UE PA a(n—1)x + 


l er 102 





De là résulte en effet, d’une part, une somme finie qui s’obuent 





explicitement 
pe LT ER DEL (1=—E)x 
Y f 2(e 1)—x|et+e Jr Rr 
LOTS T°? 
CL NOR AT 


et un terme complémentaire 


.0 
Î F(x)etttn dr = 2J(a+n), 


quis’annule pour x infini. Cela étant, soit afin d'abréger a+ m=2, 
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4 


au moyen de la relation 











es x 9 eSX esx 
RAP Se Fa é 


où £g est une constante, on trouve aisément 


de Vo( ex — 1) — æ[eëx + eti—-bx] 


— eax dx 
x? 


Le 














: 2(2% ra 1) elà+1x 9 & EXX — ett+Ëx — eta+1—Ë)x 
ps 
—- co 
a +I t+ I HI 
—=92a log + og — + log —— — 2. 
HE x +i—ŸÀ 
Nous parvenons donc, en posant 
æ+I I a+ Ù a+ 
o(a)=alog —10g —— + 108 —— — 7, 


a 2, °a+1—E 


à celte expression qui renferme, comme cas particulier pour £—0, 
la série de Gudermann, à savoir 


Ho ann) Cm 0) ER 2". .). 


On en déduit ensuite une autre formule, au moven de l’égalité 
suivante, qu'il est aisé de vérifier : 











_£ 
(4) fe (2% — 1) dx SL fe : æ(2% —1) dx 
o(a) = — Re Re ea ; 
ÿ 2JM(a+r)(a+i—T) 142 (a+æz)(a+i—x) 
Nous avons, en effet, 
> æ(2æ —1) dx a+ : fr IG DE Ë 
——————— —alog  —(a +1) log — — 2;, 
E A (a+ x)(a—+i—x) a a +1 * 
1—€ k > 
MOL(2T 1) dr ME E a + £ 
fe jee ess, Ans 2 — 2(1 — Ë) 
Le (a+ x)(a—+i—x) à «a AU 


et en ajoutant membre à membre on trouve bien, après réduction, 
la quantité | 


(D 1 CA | CO PE nd À CEE 
2 a log ; DE ——— 








c'est-à-dire: 2 o(a). 
Soit, en particulier, £ = 0, il vient alors 


k 
I æ(2x' — 1) dr 
J(a)=Y > PRET) 27. joe CDS Cat Su 
DS CRE NE D)(E +R EI T) 


PORC PRET RENTE 
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écrivons ensuite 


LS — 


(2x —1) dr r(2æ% —1) dx 


/ (a+ n+z)(a+n<i-x) fs (a. n'É UCENMEAIE=T) 
LS 


r(2x —1) dx 
(a+ n+<rz)(a Enr) 


1 


/1 
2 





el remarquons que, en changeant T'en 4 PAONEE 
: 
l 2 L 
[ x(ax = 1) dr [ (1— æ) (1226 N 0% 
= RP HEURES TS ET AE mi - ME ? 
h-(a+An)(a+ nr) JS NAS RNA SONPE RES 


| 


on sera ainsi amené à la formule de M. Suelljes 


sl 


ra [ \ 9 
»(! — r) dx 
2 
(ae D) (aH+HnHET)(aEn HA) 
Posons enfin 


æ(2% —1) à : 
féa)= ÿ (n = CEA 
(a+ n+r)(a+n+i—T) 


la fonction uniforme définie par celle série permet d'écrire 





é .1—È 
J(a)= À Î fa) a+? f flæ) dr. 
1270 METO 


Et, dans cette expression, celle des deux intégrales dont la limite 
Pre Ï . 
supérieure est plus grande que À à pour coupure toute la pot uon 


négative de l'axe des abscisses, tandis que, pour l’autre, les cou- 
pures sont des.segments non contigus de cet axe, de longueur 2£, 
ayant leur milieu aux distances — 1, — 2, —3,... de l’origine. 





EXTRAIT D’'UNE LETTRE À M. MITTAG-LEFFLER. 


SUR LES 


POLYNOMES ENTIERS A UNE VARIABLE. 


Nyt Tidskrift for Mathematik, 1. V, B, 1894, p. 1-1. 


Soient & et b deux racines réelles consécutives d’une équation 
F(æ) = 0, je me propose de montrer qu’on peut mettre le poly- 
nome F(x) sous une forme faisant reconnaître immédiatement 
qu'il ne change pas de signe pour les valeurs de la variable com- 
prises entre deux limites x, et æ,, telles qu'on atx, >aetx, <b. 

Partons, à cet ellet, de l’expression par un produit de facteurs 


r 


du premier degré 
F(æ)=(x—a)(æ—b)...(æ— 70), 
et supposons d'abord que les racines à, bd, ..., [ soient toutes 


réelles. 
J'emploierai les égalités suivantes 


æ—a—=A(x—- 2) +Ai(ri—x), 
x— 


Î 


B(x — xzo) + Bi(æi— x), 


Re À To — 
Has AS Û 

Ti — To Ti To 

mi 0 To — 0 

CL L' 0 T1 — Lo 
D ne ent Te eue : Toro CUITE 

SP Eee | To —[ 
L — - , Li 
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On observera que les produits AA,, BB,, ..., LL, étant les 
valeurs que prend le trinome du second degré 


(ai) (21 6) 


> 
Jour bu DIRE 
(Æi — X0 }? s 1 ? D: 


sont tous positifs. On voit encore que les facteurs À et À, sont 
positifs, ainsi que tous ceux qui correspondent aux racines 
moindres que &, les autres, où entrent les racines supérieures à à, 
étant négatifs. Nous obtenons donc, pour F(x), une fonction 
homogène des quantités æ— x, et x, —x, dont les coefficients 
sont du signe de (—1)*, en désignant par » le nombre de ces 
racines supérieures à a. C’est la transformation au moyen de 
laquelle on met en évidence que le polynome F(zx) ne change pas 
de signe pour les valeurs de la variable comprises entre x, et æ1. 


Soit ensuite, sous forme homogène, 


F(xz,y)= [A(t—xYy)+Ai(zy —x)] 
X [B(x—zxo7) + Bi(rY —x)] 
X . 


\ 


6 0 sn + : 6,0, e »,s "ait ec à ste se Tetra le sine 


X[L(r—xoy)+ Lim — x)], 

nous faisons 
D TQVE À, L1Y = -X= Ÿ, 
d’où 
TX + To YŸ AE OR 4 
M PT $ LE Li—=% 
On aura ainsi 
FRS X + Y ) 


u 
li To Ti To 


= (AX-+AIY)(BX LB) CDN ENT 


ce qui donne le moyen dé parvenir directement à cette transfor- 
mation. 

Ce résultat s'étend sous certaines conditions au cas où F{x) 
ayant des racines imaginaires contient des facteurs de la forme 


+ (æ— a)?+ 2. 
Faisons, en effet, 


(x 





a+ G(x — 7x6) +aoH(x = x) (21—T) + K(zi— x}? 
où, sous forme homogène, 


(x—ay)? + B272 
= Gr — 27} +2H(x—ry)(r17 —x) +K(x y = x}. 
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\u moyen de la substitution précédente on aura 





| X-+ Y 
4 + 2. ne 


je GX Lo HXVNER Ÿ?. 


Li T0 Ti 0 


ce qui donne les valeurs suivantes : 


(ti — 9)? G — (æi— a)? + ?, 
(ti — to) H = (ro — à) (Ti — à) + f?, 
(ti— to) K = (To— 2)? + f?. 


Elles montrent que les coefficients G et K sont positifs, et il en 
sera de même de H sous la condition 


(To — a) (T1 — 4) + ER O, 


dont voici la signification. 
Ayant tracé deux axes rectangulaires dans un plan, construisons 


la circonférence 
(to—t)(t1—r)+y?=0o 


ayant son centre sur laxe des abscisses et coupant cet axe aux 
deux points qui ont pour abscisses +, et æ+,. On voit que H sera 
positif si les racines imaginaires à + :$ se trouvent en dehors de 
cette circonférence. Cela étant, il est clair que la multiplication 
par le facteur 


G(x — xo)? + 2H (x — xo)(æ— x) + K(r1— x) 


conduira ainsi à une expression homogène en æ—x, et x, — x 
dont les coefficients seront positifs. Nous obtenons donc la forme 
caractéristique qui a été trouvée dans le cas des racines réelles, 
sous cette condition que les racines tant réelles qu'imaginaires 
du polynome F(x) soient extérieures à la circonférence dont 1l 
vient d’être question. 

À ce qui précède j'ajouterai la remarque que, en considérant 
l'équation du second degré 


G(æ — 20) + 2H(œ — 20) (r1— +) + K(a—x)=L 


et posant, dans le cas où les racines sont imaginaires, 





À[Gx— a)? + 82] = G(x — 20) + 2H (x — to)(ti— rx) + K(r—x} —L, 
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nous aurons les égalités 


e 


G— 2H + K = À), 





(æi— to} G—L=A! (æ1— a)? + 82], 
(x — x} H L = À\[(zo— a) (æ1—a) +82], 
(t1— to) K— L=A[(xo— a)? + 2]. 


On en ure cette conclusion que les deux racines seront à l’ex- 


térieur ou à l’intérieur du cercle 
(To—t)(æ—x)+y?= 0, 


(æ1— 0) — L 


de 1e la Quantité ES 
suivant que la q FRET 


sera positive ou négalive. 





EXTRAIT DE DEUX LETTRES À M. ED. WEYR. 


REMARQUE 


SUR LES 


NOMBRES DE BERNOULLI ET LES NOMBRES D'EULER. 


Bulletin de la Société royale des Sciences de Bohème, 2° classe, 1894. 


Ce sont des relations entre les nombres de Bernoulli, d’un genre 
entièremént nouveau, données à la page 285 du Mémoire de 
M. Franz Rogel, sur les développements trigonométriques | Tri- 
gonometrische Entwickelungen (Bulletin de la Société royale 
des Sciences de Bohëme, 1892)| qui ont excité vivement mon 
attention. L'auteur parvient à ce résultat fort remarquable que les 
nombres B,, et B:,,, forment deux groupes qui se déterminent 
séparément par des relations de récurrence d’une forme simple et 
élégante. Je me suis mis à l’œuvre immédiatement pour en trouver 
une démonstration directe et j'y ai réussi pour quatre d’entre elles 
portant les numéros (35), CE (39) et (40). Mais en m'occupant 
ensuite de l’équation (35), J'ai reconnu une inexactitude, tenant 
à une faute de calcul, comme il m'arrive d’en faire souvent, et qui 
a échappé au savant géomètre. Soit en effet 7 = 5, dans la formule, 
on devra prendre 7 — 





2, ce qui donne 





2 X - MAI0D— 


pi 
Rae er 
, ur 0 


Din 


el vous voyez que le second membre est négatif. 
Voici les résultats que j ai obtenus : supposons, en premier ee 
n=1 (mod), on aura, si l’on pose pour abréger 


n(n—1)...(n—#k+r1) 
TE D RON PH À 
IRD - 
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l’é 
à © 
Es 


alité suivante 


B; Ï 


B. 
R1(22 1) Bi TRE) FE + A92*(210— r) —,...—= —: 


d: 


W 


») 
Soit ensuile ñ —=3 (mod 4), il vient alors 


B, ; 6 L 
N3(2%—1)Be— 72 (28 — 1) — + ny 2 
2 5 2 


La composition analytique des premiers membres est bien celle 


qu'a obtenue M. Rogel, mais, dans les deux cas, je trouve le même 
on 





, suivant qu’on 


. ‘a rt OR 
second membre, au lieu des quantités - et MR 2 


a n—1 ou —= 3 mod 4, qu’on voit dans l'équation (35). 


. ee. 9,0 à © ©, 0 = © + 0e ee 6 6 +... + © = ee) e 4 2: 0e ee, ve 01e ee 10 tN eo re Me RSR re 


En cherchant la démonstration des relations de M. Rogel qui 
permettent de calculer séparément les nombres de Bernoulli d'in- 
dices pairs et d'indices impairs, J'ai rencontré les identités sui- 
vantes que Je viens vous communiquer pour les joindre, si vous le 
jugez à propos, à ma précédente lettre dont vous avez bien voulu 
me demander la publication. 

On a, quel que soit x, 
1° em Bini(22—1)(i+æt-1) 

LE ‘ x 


= Ba73(28— 1)(1—r)(1+xt-3) 


I ; 
+ = B3n:5(26—1)(1— x) (1+ arr) 
d 


2 = NN Pin (21) Ge eee) 


» I æ 
— Bon,(2i—1)(1— x) (+ ant) 
mien B3n6(25—1)(1 — æ)t(1+ x2T6) 
D. Sn) (1+ ant) 


—=1—at+ Bin(i—r) (1 — xt 2) 


— Beni — m)#(i — œnct) 


Les résultats de M. Rogel s’en déduisent en faisant x = et 


9 
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distinguant, dans la première, les cas de n=1, nr —=3 (mod 4), 
puis dans les deux autres les cas de »=0, nr = 2 (mod 4). Elles 
se démontrent d’ailleurs immédiatement comme M. Sueltjes me 





l’a fait voir au moyen des formules d'Euler et de Boole, à savoir : 
=(b—a)[f' (8) + f'(a)] 
= f(b)—f(a)+ — Bi(6—aP[ f'(b)— J'(a)] 


B.(b—ah[fi(b)—f"{a)] 


LE 9F0 04 
J f(b) — f(&) LE 1 °1 NASENe 
A. TRS RAP CRETE CAT] 


D PO fe (0) DJ"(a)] 
D Es 1 





Je ferai pour cela a — x, b— x, et il suffira de poser 


f(x) = 2" 
dans la première, puis successivement, 


J(æ) = æ't eL f(æ) = nr -1 


dans la seconde. 
En suivant une autre voie pour y parvenir, J'ai été amené aux 


nombres d’'Euler 


Hot, RES 1 He), Ws 06 HAE 


qui sont définis par l’idenuté 


] < = T? x?" 
= E+E, ee Dis Fe 
COST 1.2 LEE OL 








Ils se déterminent, de proche en proche, au moyen de la relation 


+ 


1—E,(2n)+ E(2on) — E3(2n)6+...+(—i)rE, = 0, 


et l’on voit immédiatement qu'ils sont tous entiers, le coefficient 
de E, étant l’unité en valeur absolue. Ces nombres donnent lieu 


396 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


ensuite à l'identité 





RE 2 PP jus 
( Fe ) =<u+er)— LE ns) 218) 


Re 
Gi 5 En, (1 —— TS (1 de æ-#) 


I 
FE — Esnç(1— x) ( + xi—6) 
21 


ds ee ed sr 0 c'oletele RM Ts Re 


Supposons æ —1 comme précédemment, en faisant successi- 
vement a — 4m et n —= 4m +2; on en conclut ces relations 


(= Tr} Lee (bte [ ' 
1 So mi — Mine CENTS 
DU 2° a 26 
el 
(— 1) : I I 
== Ein — — Eyng + — Es ni9 —.... 
22/1 1,2 2+ 


Ces formules sont à Joindre aux relations extrêmement intéres- 
santes où les nombres d’'Euler entrent de six en six qu'a données 
M. Rogel dans son beau Mémoire intitulé : T'heorte der Eu- 
ler schen Functionen, année 1893 de ce recueil, page 39. 








EXTRAIT D’UNE LETTRE A M. ED. WEYR. 


SUR LA FONCTION EULÉRIENNE. 


Casopis pro pestovänt mathematiky a fysiky, t. XXIV, 1894, p. 65. 


La fonction holomorphe : Ne point oduite en Analyse par M. Weier- 


strass est, à tous les égards, d’une nature entièrement différente 
des transcendantes élémentaires comme l’exponentielle et les fonc- 
tions trigonométriques. En considérant son développement en 
série, suivant les puissances croissantes de la variable, on obtient 
pout les coefficients, au lieu de nombres rationnels, des transcen- 
dantes numériques d’une grande complication. On observe aussi, 

comme M. Bourguet l’a signalé dans sa belle Thèse de doctorat, que 

leurs valeurs ne décroissent pas régulièrement; ils présentent des 


variations brusques et leurs signes se succèdent sans loi apparente. 





L'étude de la courbe y — 


LES met en évidence, comme je vais le 
montrer, des circonstances qui révèlent le caractère singulier de 
cette fonction. 

En premier lieu, et pour des valeurs positives croissantes de 
l’abseisse, l’ordonnée décroît avec une extrême rapidité; la courbe 
ensuite coupe l’axe aux points Z — 0, — 1, —2, —3,..., etnous 
allons faire le calcul des ordonnées dans le voisinage de ces points 
d’'intersection. 

J'emploie, à cet effet, la relation 
T 


F(x)T(1— x) = PRET EL 


où je pose æ ——n—6%, £ étant positif et très petit. 


PL ES NE ER TC PO ET A PP RE NES | 
4 - ni: 1 : : RE PS DE es nie 10 FE 

: Lr, n M cg" £ FE | 

F À sf . | 

A! | 

Le 

É 
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On obtient ainsi 
[1 
1 


| cs ; 
DER = (—i)e#1 —sinréT(n +I+E), 
— n— T 


SY+ 


: ne 
puis en changeant 6 en —1—$, 


I 


Le 
ee VTT LE t 


à ’ . tp TT é . 
Cela étant, j'observe qu’on a, de = 0 à 6 = qe la condition 





> £ 
COSÉ > 
5 
nous en concluons 
a 
sin£ > o 
2} 
el, par conséquent, 
S r£ à He) 
SIN TE > ee d’où Er 
2 TT 2 


Les ordonnées voisines de deux points consécutifs d'intersection 
sont donc en valeur absolue plus grandes que 





> 
QAR oh à BE 2T(n+o A 
2 2 ] 
et, à plus forte raison, que 
ë 
> T(n+i). 
ee 
— . . I . . . , . . I 
Soit maintenant € — —» cetle limite inférieure devient -F(n); 


on voit ainsi que, à une distance infiniment décroissante du point 
où elle coupe l’axe des abscisses, la courbe s’élève à une hauteur 
qui dépasse toute quantité. En la construisant sur une feuille rec- 
tangulaire 1llimitée dans le sens de cet axe, on aurait, du côté des 
abscisses négatives à partir d’un certain point, l'image d’une série 
indéfinie de droites équidistantes perpendiculaires à l’axe. On peut 


= : il 

donc regarder la fonction —— 
de Ne 

que sin x et Cosx sont indéterminés. 


comme discontuinue à l'infini, tandis 





EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. ED. WEYR. 


SUR UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


Casopis pro pestovänt mathematiky à fysiky, t. XXI, 1893, p. 273-274. 


Soit f(x) une fonction rationnelle sans partie entière égale à 
l’unité POUR 0 el qui reste constamment positive lorsque la 
variable croît à parür de zéro jusqu’à l'infini. Je vais montrer qu'on 


peut obtenir l'intégrale suivante 


Je ie [f(æ) — e-4x] dr, 


0 


où a désigne une quantité positive, au moyen de la constante 


d’Euler. Cette constante étant définie par l'égalité 
# 





Je remplace x par ax, ce qui donne 
C — | I ftu2 eTax dx . 
LEE Ne 25 T 


e 0 
Nous avons, par conséquent, 


1 I dx 
— C — (T) = ——— | — 
ù ; Je L Fe. is — | x ? 


où le second membre est l'intégrale d’une fonction rationnelle. 


Soit, en particulier, 


À B L 


(x) — + so. + = 
AG BAR x + Ÿ | æ40 N°? 
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4, 5, ..., À étant réels et positifs, on aura la condition 
A B _ L 
DAT PO UE — 1, 


\ 


el un calcul facile conduit à la valeur suivante 


A loga Blog se fl Lt 
PF À 


J—C+loga + 





———— 6 0-0 —— 








NOTICE SUR M. CAYLEY. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. OCXX, 1895, p. 233-234. 


L'illustre géomètre dont la perte est annoncée à l’Académie 
laisse dans l'Analyse une trace impérissable. 

L'œuvre mathémathique de M. Cayley est immense ; la Géomé- 
trie, l’Algèbre, la Théorie des nombres, le Calcul intégral et la 
Théorie des fonctions elliptiques, la Mécanique céleste lui doivent 
des résultats d’une importance capitale qui honorent à jamais sa : 
mémoire. Pendant plus d’un demi-siècle, les travaux de notre 
Confrère se sont succédé sans interruption sur toutes les questions 
qui, dans ce long intervalle de temps, ont appelé l'attention et les 
eflorts des géomètres. Avec M. Sylvester 1l a fondé la théorie des 
formes et donné à l’art analytique ces notions d’invariants et de 
covariants qui ont franchi les bornes de l’Algèbre et jouent main- 
tenant un rôle considérable dans la Théorie des équations diffé- 
rentielles. L'étude des coniques, des courbes planes de degré 
quelconque, de leurs tangentes doubles, de leurs points multiples ; 
celle des courbes gauches, l'extension des propositions célèbres de 
Plucker à ces courbes, celle des surfaces réglées et de leurs lignes 
doubles, puis des surfaces gauches et des surfaces réciproques, 
ont été le sujet d’un grand nombre de profondes recherches, qui 
ont jeté la lumière sur les questions les plus ardues et contribué 
avec éclat au progrès de la Géométrie. D’autres travaux serapportent 
à la Mécanique céleste, aux Théories lunaires de Plana, de Hansen, 
de Delaunay, au développement en série de la fonction pertur- 
batrice, à l’accélérauion du moyen mouvement de notre satellite ; 
il suffit de dire qu'ils ont mérité à leur auteur d’être élu Corres- 
pondant dans notre Section d’Astronomie à laquelle il a appartenu 
depuis 1863. Tous sont le témoignage d’un talent mathématique 

H. — IV. 26 
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de l’ordre le plus élevé; ce talent avait pour caractères la clarté et 
l'extrême élégance de la forme analytique ; 1l était secondé par une 
incomparable puissance de travail qui à fait comparer Pillustre 
savant à Cauchy. 

La mort l’a enlevé aux universelles sympathies et à l'admiration 
du monde mathématique, lorsqu'il s'occupait de publier la collec- 
uon de ses Mémoires dont sept Volumes ont paru, contenant plus 
de deux mille articles. On doit espérer que cette magmifique édi- 
üon des travaux du grand géomètre ne restera pas inachevée, 
qu'elle comprendra le Traité des fonctions elliptiques et donnera 
son œuvre entière, pour l'éternel honneur de l'Université de 
Cambridge et de la Science anglaise. 

J'ai eu une part dans quelques -unes des recherches de M. Cayley : 
les mêmes questions nous avaient rapprochés au commencement 
de notre carrière, et le souvenir me restera à Jamais de sa bonté, 
de sa grande simplicité, de son entier dévouement à la Science. 
Je joins ce souvenir, qui m'est bien cher, à mes douloureux regrets, 
à l'hommage que j'adresse à sa mémoire. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE. 


SUR L'ÉQUATION BICARRÉE. 


Mathestis, 2° série, t. V, 1895. 





Sur l'équation bicarrée. — Permettez-moi de vous commu- 
niquer une remarque d'enseignement élémentaire pour les jeunes 
lecteurs de Mathesis, si vous pensez qu’elle leur soit utile. Il s’agit 
de l'équation bicarrée 


Di+ pr?+ q —=0, 


elle se résout en posant æ?— y, et l’on se contente de donner 
l'expression des racines par la formule 


Il me semble nécessaire d’y joindre la suivante 
DT ————"% a 
æ=©|V-p+2vg+V-p—2vq] 


afin d’avoir, lorsque g est un carré, deux radicaux séparés au lieu 
de radicaux superposés. Dans le cas de l’équation ++ 4 — 0, par 


exemple, la quantité Vo WE est remplacée par 147 (2—4V—:1) 
qui est beaucoup plus simple, ou bien e + </i, en supposante ete! 
égaux à +1 ou —1, afin de mettre les quatre racines en évi- 
dence. 


Pour l'obtenir, je désigne pour un moment par a, — a, b, —b, 
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les racines de l’équation proposée, et j’emploie les relations 
P s AU LA CNT 
a? + b2= — p, b?= 9 ou bien. ab = ÿ/q. 


On en ture immédiatement 


(a+ b}=— p+2yg, (a—b}=— p—02wq, 


d’où 
Era à RE 


el, par conséquent, la seconde expression des racines. 





SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI 


Mathesis, 2° série, t. V, supplément IE, 1895, p. 1-7 
(Congrès scientifique international des catholiques). 


Dans son Mémoire célèbre sur la formule sommatoire d’Euler, 
Malmsten établit deux relations entre les nombres de Bernoulli 
par la voie du calcul intégral en partant des expressions 


ds ami dr By» 
nes | 2 ——) 
2HX 
METUE I 4m 
© v2n—1 dr o2m-2R,, 
0 ent — L m 


L'éminent géomètre en conclut qu’en faisant pour un instant 


F(x) nf (I Te MORE Mr (1 Le 1x )?n—1 | 
L 
on à 
AC APEr OUEN (—1)}2—-1B,, 
JL RL I mm A 2m 
el 


enxX — ] 2m m 


JE dx RNCS à (o2m—;)(—1)2B,, 


Cela étant, 1l suffit d'employer le- développement du poly- 
nome F(x), suivant les puissances croissantes de la variable, à 
savoir 


F(æ)=2(2m—i);x — 2(2m—i1)32 +2(2m—i);xs..., 


pour obtenir les égalités 





Cam 1} Bi (om 1} 2 + (am 1) à LE >): 


Qe 
> 
= 
= 





B. 
(2m —1)12B; — (2m — PEU + (27 — 1); 25 


2 I — I (221 se 1) = DEL B,h 


2m mn 
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Ce sont ces résultats que je me propose de démontrer par une 
méthode élémentaire et purement algébrique qui donne également 
les relations antérieurement connues entre les nombres de Ber- 
noulli, d'une manière simple et facile comme on va voir. 

Je rappelle d'abord que les quantités B,, B:, ... sont définies 
par l’identité 


l I I (— 1)2-1B,x21—1 % 
ee Le —— V4 EE RS ET Lt 
et— 1; æ 2 > ÉD rt ( n TON E }, 


. Aure + À 





où 1l importe de remarquer que, à l'exception du terme constant, 
le second membre ne contient que des puissances de degré impair. 
On le reconnaît immédiatement au moyen de l'expression 


DAS : 


he 1 D — er —e #? 


dont le développement renferme uniquement des puissances paires 
de la variable. Je rappelle encore qu'après avoir écrit sous forme 


entière 
T T (—1)2-1B, x? 
= — — + Rp me 0 
eX-— d LD OTL 


les relations de récurrence entre B,, B, 





... s’obtiennent en mui- 
Upliant par e* — 1 et identifiant les deux membres. Il faut, pour 
cela, former le coefficient d’une puissance quelconque dans le 
produit d’une série infinie par l'expression 





Voici, à cet eflet, une remarque fort simple qui a d'importantes 
conséquences. Considérons, en général, une série quelconque que 
je représenterai par 


Àr LH ROR ER À, x" 
S = 10 + _. RO a diner 





142 Ps ent 


le coefficient de z* dans la quantité S(e?— 1) est une fonction 
linéaire de À5, A1, .., À 1, dont la valeur s'obtient immédiatement 
lorsqu'on y remplace À; par À, C'est en effet le polynome entier 
en À du degré r — 1, qui résulte du développement de ext (et — 1), 
c'est-à-dire e+0x _ Lx et qui a pour expression 


(+1) — 
ICONE 


L4 
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Inversement, on conclut la fonction linéaire de ce polynome par 
ie changement de À en À;, nous avons ainsi une expression sym- 
bolique que j'appliquerai à la série proposée en faisant 


ÂGE Tr, FE TT 
2 
puis, en général, 


Rs; (— 1)é—1 B;, hoi+1 — O0. 


Les équations qui résultent de l'identification s'offrent donc sous 
cette forme extrêmement simple 


(NC Dee 0, 


en exceptant le cas de 7 —1, où le second membre doit être sup- 
posé. égal à l'unité. On en conclut l'égalité suivante 


I à 
I—-n+nB—n,B:+...—(—1)in2;B;+...—=0, 
2 


en prenant pour le dernier terme 25 — n — 2 où 2€—n—1, sui- 
vant que Z est pair ou impair. L'expression symbolique de cette 
relation a déjà été signalée par Lucas dans les Comptes rendus, 
t. LXXXIIT, p. 539, et par M. E. Cesäro qui en a fait des applica- 
tions d’un grand intérêt à d'importantes questions d'Analyse. Je 
renverrai au travail du savant géomètre publié dans les Vouvelles 
Annales de Mathématiques, et je poursuivrai sous un autre point 
de vue les conséquences de l’équation | 


I 





ee 
GS EN 

lorsque l’on convient de remplacer À?£ par (— 1) B; et À?Ë1 par 
zéro, dans le développement en série du second membre. J’observe, 
à cet effet, qu'elle subsiste si l’on change x en 2x, et qu’on peüt 
aussi multiplier les deux membres par e* ou même par une série 
quelconque dans laquelle n’entre pas la quantité À. Nous avons 
donc à la fois 





æ 
= ehx, 
Gprrscl 
4 — e2Àx 
etX — 1 À 
ba 
2e e2X+1)x 
9 
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et une simple combinaison linéaire nous donne la nouvelle identité 
eRÀ+ix — 3 ex + e?xx — O. 
On entire la relation 
(2 UT 1) + (on + 2)A" = 0, 


que Je vais écrire sous forme explicite en distinguant les cas de 
n pair ou impair. Soit d'abord n 





— 2m, NOUS aurons 
(2m)222B;—(2m),2"B2o +...+ (010) (—i)n1B,, — 2m —1, 
en observant que le dernier terme doit être seul employé pour m—1. 
On trouve ensuite, si l'on suppose n == 2m —1, 
(2m—1)222B;+(2m—i1),2tB; +... 
+ (2 — Lomo(—1)"By-1= 2m — 02. 

J'arrive maintenant aux résultats obtenus par Malmsten; le 

mode de démonstration restera le même, mais c’est à une expres- 


sion symbolique différente que nous serons conduits. 
En partant de l'équation fondamentale 


1 Ù j 2 (—1)2-1B, r22=1 
Ef—I TZ 2 1.238002 


Je la mettrai sous la forme 


l 











I 1 
= — —S, 
eX— 1 T a 
le sor 1 l’on fait, c "ÉCÉ 
de sorte que si l’on fait, comme précédemment, 
D À1T À 72 
S = À5 + LE ; 
1.2 
on ait les conditions 
À = 1, À, = — B,, 


el, en général, 


\2È-1 


Le" (— 1 \é- 1 B; 
Û 


Cela étant, il vient, après avoir,chassé le dénominateur, 
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et l’on trouvera pour le coefticient de x“, dans le second membre, 
la quantité 
L 1 '(X Er) — À 

ROUE TR ENU 


IE SOLE a 2. OP OL 


avec la convention de remplacer À par À;. Nous avons, par consé- 
quent, cette égalité 

D. 
R+ EI 





(KE 


) 


dont le caractère symbolique n’est plus le même que précédem- 
ment d’après les nouvelles conditions relatives aux éléments }é. 
Nous passerons encore aux relations effectives en distinguant les 
cas de n — 27m el 7 — 2m — 1, On aura ainsi 


CPR, ame! 


B; B; 
DRE COTTON) — +... 2 SU = 
( He )s 2 Genre 3  Cnt)ant m 2M+I 


B; B: 
(2m — 1); RIRE CN CAMES OP nn 
DA d 


(— [ )#8 pire nr I 
+ (2 — 1om3 —— = Ê 
à A 22 





La seconde de ces égalités est précisément l’une de celles qu'a 
obtenues Malmsten. 
Nous aurons l’autre comme conséquence de la relation 


(2À +i)tæ+ (or) — 





Ds vr 


que Je vais établir. 


A cet effet, je joins comme précédemment, à l’équauon fonda- 
mentale | 





I 
EX — 1] 42 


celle qu'on en tire en changeant + en 2%, 





je muluplie ensuite par e?, ce qui donne 


TX L 
E ee Ua Rs L'et+tx, 


e?X— 1] En 2 
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et, par une combinaison linéaire simple, j’en conclus lPidentité 


CHE TA 
T 





et2x+lx — ex + 2IÂTE— 4 
La relation annoncée en résulte en égalant dans les deux 
membres les coefficients de +”; elle conduit aux égalités suivantes 


B B 
(2m) B1— (2m )3 2? — + (2m)s24 — ,.. 


22/n—2 1)7B» Ca m 
: RE Er ARC 


+ (2m Te L'om— ù >] 
nm 2 + I 





9 ... 
J 


B: 
(2m — 1)1 B1— (2m — 1)3 22 + (277 —1)52* 


(92m — 1)(—1)2B7# DIN TI 
D TS IE 


2m AIT EE 


la seconde ne diffère pas de celle de Malmsten, comme il est aisé 
de le reconnaître. 

Je terminerai en indiquant une conséquence du second mode 
de représentation symbolique, qui a conduit à la relation 


2 


(À +1)? — }n = 
; IST 





Elle montre immédiatement qu’en désignant par F(x) un poly- 
nome entier quelconque, on a 


1 
F(À+1)—F(X) = > f F(x) dx. 
0 


Gela posé soit 
F(æ) = zæ(# —1}?, 
de sorte qu'on ait 


1 
f Hô (1 = ji de = RE Re 
0 (n+i)(n+2)...(2n+i) 


L'expression suivante 


, 


FO 1) — FC) = LC + (Xi), 


étant développée suivant les puissances croissantes de À, donne 
successivement, pour A? pair et pour 2 impair, les quantités 


2AR(nÀ + n33H...+ nn-yÀt—1) 
et : 


DAR(IH No À? + nt... + nng Ant). 
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Nous en concluons ces nouvelles relations 





(om) B +1 —_ (2m) Bye + (am), Bh+3 4 _(2m) By» 
HS SMS RE AND PP2e un br (Ne ENTER E Dr 
LE Us A VIC 
EE 
(2m+i)(2m+2)...(4{m+i) 
Pret B + Br+3 B:n+1 


— (2 +1 )2 +(2Mm+i) = —...+ (am +i)” 
m + 1 Im + 2 m + 3 2M +I 


(1:22 HI 
_ (2m<o)(2m+3)...(4m+3) 


Elles offrent cette circonstance digne de remarque de contenir 
m—1 ou m nombres de Bernoulli consécutifs à partir du mi". 





EXTRAIT D’UNE LETTRE A M. K. HENSEL. 
SUR LA FONCTION logl(a). 


Journal de Crelle, t. 115, 1895, p. 201-208. 


ee. * se e +10 + ve © se + © + 0, 'e noie ses +» be, + © _ + + + (0/0 70 es pure ele eo em en NN NN Tr ne 


Je me permets de vous faire part de quelques remarques, dont 
l’objet est d'étendre le champ de la question du développement en 
série de la fonction log (a), comme je l’ai déjà essayé dans un 
article des Mathematische Annalen, volume LXI, page 581 où a 
été envisagée l'expression plus générale 


log[T(a+E)T(a+i1—EË)|, 


en supposant 0 <£<T1. On peut, sous cette condition, traiter de 
même la quantité log (a+ £), la développer suivant les puis- 
sances descendantes de a et reconnaître que la série obtenue doit 
ètre employée comme celle de Stirling. | 

Je désigne par J, afin d’abréger, l'intégrale de Raabe, de sorte 
qu'on ait 


1 
J = f log l(a + x) dx — aloga — a + log ÿ27; 
0 
cela étant, on démontre aisément la relation suivante 


0 
log T(a +E) — J — (e — =) lo a nai F(x) eax dx, 
2 — 
où Jai posé 


: 
CRT à I Aa A D 
el — I] EX — ] MA 4 271 





F(x) — | 
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_— 
_ 
ve 


La formule de Cauchy 


logT(a) = fi [SE ane] 


Cl 


% — Do 


donne en effet 


0 / # 
; PACR AA HRREr dr 
log T(a + TETE == A ETES ne] Es 
L 
20 


ESA 


et l’on en tire 


: : rex ex I dx 
JE log l(a + x) dr = |  s (a) |: 
0 Ho T CHEN À 2 4} 


cela étant, l'égalité 


0 
£ o a — : ax x) 7 
| ME 


conduit immédiatement au résultat énoncé. 








Soit ensuite 


nous aurons pareillemen 5: 


(a+) 


0 
Il mn oh loo mes DATE ax Ô 
og F(a) £ log a rite dx 


Les intégrales qui s'offrent dans ces deux relations, 


0 0 
JE Fr}est dr et dl Fi(æx) etx.dx, 


présentent l’une et l’autre la même circonstance que la quantité & 
n y figure que dans le facteur et. Elles sont finies sous la condi- 
lion que nous avons admise, £ 1, elles s’évanouissent pour une 
valeur infinie de &, et, par là, il est immédiatement établi qu'on a 


asymptotiquement 


log T(a+t)=J + (eZ ) loga _ (a+t—°) loga—a+logy2r, 


DA ER 8 


08 Ta) 


Je me propose maintenant de tirer de ces intégrales des déve- 
loppements en série suivant les puissances décroissantes de a, en 
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obtenant les valeurs des coefficients et l'expression des restes 


lorsqu'on les limite à un nombre fini de termes. 


Soit S,(£) la fonction de Jacob Bernoulli, le polynome de degré 
n +1 qui est égal, pour € entier, à la somme 127+9%+...+(E— 1}, 


on a d’abord 


AE eue PR “ =Y Sn (E)ær—1 
ex] AE UD 1:20 
J'emploie ensuite l'identité 


ï I pu [)2—1 B,,+x22--2 ; 
| Ne -:]2 =D ——"— (NET RS. 
x DE OT Len AS D 





\ , 3 j . ] 
où B,, B:, ... désignent les nombres de Bernoulli, Are 


nous aurons d’abord en ajoutant membre à membre 
S E}æn—1 RIT n—1 B,,x27—2 
F(x) = n(E) + ) n ; 
LAURENT 1.2. OMC 
ei, en second heu, 
ne ue 
Fi(x) = = — 


Cela étant, 1l suffit de recourir à la formule 


mm 


f 1.9 
am eux dr — (— 1)” A EURE a 
ari+i 
L2 


108 


pour obtenir les expressions suivantes 


(—1}2-1 Met £) (— FETES 
F ax — à AN, 
se (PISE Det na! 2n(27n —1)a?n—1 


NU (— 1)271S, (€) 


sr (R = 1,200 


0 
fi Mir) etrure= 


Mais les développements de F(x) et F,(x) supposent le module 


de la variable inférieur à 27. On ne peut donc les employer daus 


les intégrales, les séries qu’on en tire sont divergentes, B, et SE | 


croissent rapidement lorsque 7 augmente. Pour obtenir l’extension 


de: RS 
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que J'ai en vue de la formule de Stirling, je vais y parvenir par 
une autre voie afin de les limiter, comme :1l est nécessaire, à un 
nombre fini de termes. 

J'emploie dans ce but les expressions de F(x) et F,(x) qu'on 
obüent par l'application du théorème de M. Mittag-Leffler. Les 
pôles de ces fonctions sont, en excluant + = 0, qui est un pôle 
apparent, les racines x — 2 mir de l’équation e® = 1. Réunissons 
les fractions simples, qui correspondent aux entiers m et — m» on 
aura, en désignant par G(x) une fonction holomorphe, 


: fe: 
É æTSIN2NT 
F(æ)=G(x) + > a 
É mr(4m?r'+ x?) 


4 Sin? mre + 2 . 
ne nid nee ee pe at EMPIRE ME RUTI ES T Ne 
4AMÈTr? + x! amir? = x? 


Si nous supposons & compris entre zéro et l’unité, cette fonction 
est nulle et l’on trouvera pareillement, pour F,(x), la formule 


° # 

2 &: æ SIN2 TES EE mr sinmré. à 

Fate) = D hausse CLIC PE YLIES CAE RO D 
mrn(4mn+ x?) 4m 


Au moven de ces expressions, les intégrales 


0 0 
1 PORT et des Et fic) eux dx 


7 — 


prennent les formes suivantes. Remarquons d’abord qu'il vient, 


TITI 
en changeant x en À PR 


, 0 
Ter dr dx lremnx dr 
= ORAN. 
Amir? + x? + x? a? x? 
eax dx je a e?Tx dx 
L4MTi+ x? 2MT(a?+ 2mr(a + x?) 


posons donc pour abréger 


> 


e2TX SIN 2 /N RE 
p(æ) > Pi ee — 


me 


e?2nRx sin? mn T2 
DC) = HIER FPE FPE À 


e?rnnrx 
/ ( “à ) a? >, nm 





0 
[ Fir)ettdre 


À Fi(æ) ex dr — 


— 
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et l’on aura 


de 


e/ 


0 0 


"tro (r)de T a Ÿ(æ) dx 
a+ x? 2 a? + x? 
— — 


Voici les conséquences à tirer de ces nouvelles expressions. Je 


(Ù 


es 


remarque en premier leu que la variable x étant négative dans les 
intégrales, l’exponentelle e? est moindre que l’unité, et l’on a 
e?TX sin 2 TE 


OT) = ArC Lang ——, 
PA ? 1— e?TX COS2T2 


: I 
V(r)= —log{r— 2er cosart + ex] = Slot 627%), 
4 2 
1) = lee 


Dans la première égalité, l’are tangent doit être pris entre les 


T 


. . T 4 A 
limites — — et + -,; w(x) est donc, quel que soit +, du même 
2 déar ; ; 


- 


signe que sin2r£$; quant aux deux autres fonctions, les dévelop- 
pements montrent qu'elles sont positives pour toutes les valeurs 
considérées de la variable. C’est là ce qui va nous permettre de 
remplacer par des séries finies les développements illimités précé- 
demment obtenus, à savoir 


; En n—1 la Le se 
[ SF (x) eax dx —= SR (— 1) be 


RAS nan 2n(2n —r)a?n-1? 
ñ 0 | 
| F,(r) er dæ — (M 
ses na 
CL ETS 0 OT RU 


ei . ‘ ( 
À cet effet j’observe que l’ensemble des puissances paires de Se 
qui est le même dans les seconds membres des deux égalités, est 


» AC k Son(E) 3 , li , 

représenté par — ——— et provient par conséquent de l’inté- 
AE 

grale 


ê ro(c)dr 


1 
ef a+ x? 
—— © 


En employant l'identité 


x x 23 (— 1)2-1 æ?n-—1 fs 1)2x2n+1 


Re es : Ds s'e A —— À —— 
d+ x? «a? a* a?" an(a?+ x?) 


RER > f av%(x)dx jet ‘ay(x) dr 
MR LEE 2 m,/7) ca -Euus U æ MNT TA me ln 
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: Ù 
et égalant les termes en 3e Nous parvenons donc à cette expres- 


sion digne de remarque 


cf an-1 6 (x) dé = Can San (E). 


T 2n 


Elle montre que la fonction d'indice pair S:,(£) a le même signe 
que (— 1) !sin2ré, propriété importante bien connue, et qui 
suppose £ compris entre zéro et l’unité. En même temps nous 
voyons qu’on peut écrire 


ee | Sa(E)  Si(Ë) 


Son(E)  (—ir f' xrHo(x) dx 
PURE RG ATTEE + RATE 6 7 MTS TIR SORTE TE 
2 TUATE D CS Tee EUR RE AN 
il est donc facile d'obtenir une limite de l'intégrale qui représente 
le terme complémentaire. La fonction v(x) ne changeant pas de 
signe, on à en effet 


TT PUS a UN LA 


1 a2n+1 anti @(x) dr sf = ant (x) dx 


an(ai+ x?) . ar+2 


4 étant un nombre positif inférieur à l’unité, et de là se tire le 
résultat auquel je voulais parvenir 


a? + x? 2 a? 4 at PMbonatr "(an H2)arrr2 


[ æo(r)dx  Sa(E) S,(È) Son(E) A 0 Son+e(e) 


GA 4 À : : 1 
Considérons en second lieu les puissances impaires de z) ame- 


nées par les intégrales 
2 È a V(x) dx Prat £ a (x) dx 
Ne PRO le TE TN TEE 


La seconde est connue par la série de Surling, et nous avons 
immédiatement, en désignant par 0, une quantité plus petite que 





l’unité 
1 É ayx(xz)dz  B,; B: 
HUM Ta DT ua h3.4 as 
(1) 1B, (—1)*02B;+1 


an(2n—1)a?!—t (on +2)(on+rnanti 


C’est, par conséquent, de la première que vient l’ensemble des 
IV: 2 


7 : te Dr 3 À Ke" 
° ‘} ER” Ar 
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San—1(E) 
(2n —1)a?r-1 
Opérons comme tout à l'heure et employons l'identité 


termes représenté par en faisant ee 


a I x? (— s}r—1 2-2 {— 1)# x? 
RS 0 MN SN NI ec 2 ———_—_—_———_—_—_——— 7 
a? + x? a a a?2n—1 a?n-1 (a? a æ3) 


nous obtenons dot la formule 


2 {à an? (x) dx = TE San-1(8), 


ni DIU 
d’ « e 1: vire * \ d . a 
où se tire la proposition que S:»_,(6) est constamment du signe 


de (— 1)”. lorsque £ varie de zéro à l’unité, l'intégrale dû premier 
; q ) 5 P 
membre étant positive. Nous avons ensuite l’égalité 


1 .Plad(r)dr ee SC) SE 
=, a+ x? ña 3 a3 
[San TRS TER ee ru Y(x) dr 
(an —1)a?1-1 22 ss _ ant(a+ x)? 


où l’on peut écrire, en désignant par 0, un nombre inférieur à un, 


® x V(x) dx se nr Lx) dx 
a?2n-—1 ( PR REAE 2?) "np a?2+1 2 
= 42% — co 


On en conclut comme précédemment cette expression fi finie avec 


LEA 


un terme complémentaire 


Ava aŸ(x) dx Kane S4 hr Es S3(Ë) à 
3 — © Po ms Fe 3 a3 
ie. _: _PrSane (ess 
(OR ELA (on + 1)a21#1? 


et nous obtenons, en définitive, les séries suivantes : 


log T(a+E) — (a+i- =) loga—a+logy2r 








MSN: SE) 0 hét San(£) te 0 Syn+o(E) 
2 a? 4a* RAS onda?! (27 + 2)a2!n#2 
S1(E) , S3(E) San—1 (6) 01 Son+i(E) 
Ta 8 GR (2n—:1)a?r-1 + red 
By, _ Bi. 4 C0 BR 
24 3.4as ‘ 2n(2n—1)a#1 (on +2)(2n+1)a 
lo RES) OS per Ré Sa (6) IC RCE San(£) ___ DSrnta(E) 
T(a) ë 2 a? A a* ar: 2n a?! (2n+2)a?1+? 
M: Ster S3(E) dé LA Serie) (p Son+1(8) 





3 a3 DEN (2n —1)a?#-1 (27 + 1)a?r+1 
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Elles ont la propriété caractéristique de la formule de Stuirling, 
qu'en s’arrêtant à un terme de rang quelconque, l'erreur a pour 
limite supérieure le terme suivant. 


ee [ L Core x 
Si l’on suppose £ — eo la seconde égalité donne ce résultat 


PRET. I (—1)2(222— 1)B, 
203.26 a D 5.216, 2 : (on —1)n.22a2r-1 


qui est la conséquence des relations 


D pren 


n. 227 


Post-scriptum. — Je m'aperçois qu’on peut obtenir les expres- 
sions des intégrales 


0 0 
4 F(æ)eax dr, f F;(x)eax dx 


par une méthode plus facile et plus simple ; la voici en peu de mots. 
Je pars de cette identité, qui se vérifie en différentiant, 


4 2n—1 27 ax 
fF(æYers dx = [EE — 2 +. F ge F?r(x) e da 


a a? a2n—1 a?2n? 


et d’où l’on conclut 


0 Ê n— 0 n ax 
de F(æ) e4z dx — io) _— ue +...— + f TR ge 


a a? a?2!—1 a? 





Cela étant, les quantités F(0), F’(0), ... se déterminent au moyen 
de la relation 
n—1 —J)1 1 2n—2 
F(#)=Y LACS end SL 


1.2...7 1.2... "27 


ou bien en séparant dans la première somme les puissances paires 


et impaires 


F(x) > JALEESS San—1 (6) 72772 +Y NE PR 
1:2.%.270 1,2...272 —1I Lan var 


7” < É se MR CR 7 0 ec 1 
N da de 4 
| TR = 
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On en tire immédiatement 


| Son(E) . SPA) (— LU B, 
127—1 dE À A 2n—2 a AE ie st = ee Ti. 
à (0) on ? Ë (9) 2H —1I T'inçon—1) 


d’où résulte par conséquent la série finie qui a été précédemment 
trouvée; mais le point le plus important concerne le terme complé- 
mentaire représenté par l'intégrale 


16 EF22(>) eax ne 
a?! 


Revenant à cet effet à l'égalité 


F(æ) æ SiNn2NTE 4 sin?mré. 2 
As cs > DRE PVR NES PU Ÿ - 27 Ù —— ——— ) 
mr(4m?r?+ x?) 4 mir? + x? + æ? 4 m?T? + x? 


j observe que les formules connues 


PR PTE SRE alé e?mny sinæy dy, 
— œ@ 





0 
ll I 
PRE 0 45 e?MRY COS XV d 
A m?Tr?+ x 1e mT 7 5 
permettent d'écrire 


pige -Ù Fa pepe e2nTy 7 HR sin zy dy 
es na 2 
De re sin? MATE COsæy dy 


<> f > —— CNT) cosxy dy. 


Les fonctions, désignées précédemment par ®(x), L(x), y(æ), 
s’introduisent alors d’elles-mêmes et l’on trouve ainsi 


0 
I , 
ere 2 [807 say dy 
D) 0 
2 f Y(y)cosxy dy 


NA) 
+if 1(7) cosxy dy. 
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La variable x, par suite de cette transformation, n’entre plus que 
dans les quantités sin xy et cosxy, nous avons donc 
0 


(— 1) F22(x) = — = 1 o(y) sinxy.y?? dy 


% — 


0 
DA 
Me I ÿ(r) cosxy.y?" dy 


0 
(l 
1 à je X(Y) cosxy.y?n dy 
et, par conséquent, 


2 0 


al 


0 0 
(— ul F2r(x) eax dy = — 1 o(y) sinxzy.y?? ex dx dy 


 — wo 


0 () 
= f' fe W(y)cosxry.y?? eax dx dy 


0 0 
I 

+ — Î fÎ MEMNÉGSDMEAR RIT dE 
ED A r 


On peut effectuer les intégrations par rapport à cette variable x, 
ce qui donne, après avoir divisé par a?” l’expression du terme 
complémentaire à laquelle j'étais parvenu, 

0 


0 on ax 2n+1 - 
or fl a Ne tin 


=: e 


ke 2 f LA An 
T FU a?! Éd + y) Ce 


je LT»? 
«a 


I 
T.. | a2n—1(a? ae SE 


et nous aurons pareillement pour le reste de la seconde série 


0 pan ax 0 2n+1 
œuf F? (æ)e dx — = 4 PC) dy 


2 2 2 2 
a?! ACER TE) 
0 
0) n on 2 
re [ UE MATOS 
5 an ( a+ y?) 
— © “ 


1ù ajoute enfin en considérant l’une quelconque des trois inté- 


7 — © 


orales, la première par exemple, que si l’on pose 


0 


27 +-1 2n—1 
He RON rl f HP) 


mu matCa;y?) MS at 


dy, 
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avec la série correspondante 


: ; 
( PEUT TRE nd 
e Mur de Re ee Clare 1IU,+(—i1)7R»h, 


la relation 


Ry-1+ Ra = Un, 


où R», Rn_4 et U, sont positifs, donne immédiatement 


Rn << U» et R;, > = Un) 


lorsqu'on à R;_, << R,. Ces deux limitations, du reste, ont été 


« 


indiquées à l'égard de la série de Stirling par M. Bourguet dans sa 
belle Thèse de doctorat Sur le développement en séries des inté- 
grales eulériennes (Annales de l’École Normale supérieure, 


année 1300). 


SUR 


LE LOGARITHME DE LA FONCTION GAMMA. 


American Journal of Mathematics, t. XVII, 1895, p. 111-116. 


Je vais revenir encore à l'intégrale de Raabe pour présenter son 
rôle sous un nouveau jour, en considérant l’expression plus géné- 
rale, 


= log[T (a + E)T(a+i—Ë)|], 


et montrant qu’elle en donne la valeur asymptotique, sous la con- 
dition que soit positif et moindre que l’unité. Ce résultat a été 
déjà établi dans un article sur l’extension de la formule de Stuürling 
(Mathematischen Annalen,t. XLI, p. 581); on va voir qu’on 
y parvient plus facilement par la nouvelle méthode que je vais 
indiquer. 

Soit F(x) une fonction qui ne change pas lorsqu'on y rem- 
place x par 1 — x; je partirai de l'égalité suivante 


(4 1—# 1 
[era f rP()de=F(E)— f F(a)dæ, 


qui se vérifie immédiatement en observant qu'on a 


v 
cF'(e)de=EF(E)— f F(x) dr, 


| A 1—E 1 
f F(a)de+ f F(a)de= f F(zx) dx, 
0 3 0 0 


sous la condition admise à l’égard de F(x). 


puis 
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Prenons maintenant 
F(x) = log{(T(a+z)T(a+1=#)};, 
% 


en désignant par J Pintégrale de Raabe, on aura évidemment 


1 
2] =\f1 Jlog[T(a+x)T(a+i—x)]dx. 
0 


Soit ensuite 
6 
ta cafe x Delog[T(a +x)T(a+1—#)] de 


0 


1—E 
= f x Dlog[T(a+æ)T(a+1—x)] dx, 
9 


nous en conclurons cette relation 


| 
Slog[T(a+x)T(a+i—x)]=J+ dia), 
et le résultat annoncé sera mis en évidence au moyen d’une 


expression de J,(a) que je vais obtenir. 
J'observe, à cet effet, que de la formule 


exy ey 
(= I 7 =) 4 





0 
D; log T(x) = ïl 


% — © 


on tire aisément 
exy — e-x)y'eay 
) d 


0 
D, log[T(a+x) (aie) de = f er 


il en résulte qu’on peut écrire, en désignant par y, une certaine 


valeur de la variable qui dépend de a, 


i (ex, — eU-x)y)eay eXYo— et1—X)Yo 0 ex Yo — e1—2)Yo 
d ESPÈRE RE ER PONT BI TT UE eay dy = ———————— 0 
PE (e*—1)a 


Me eY—1 AXES eYo— 1 
Le] 


Cela posé, cherchons une limite supérieure de la fonction 


exy — et-x)y 
———, et, dans ce but, mettons-la sous la forme 


e—TI 
- Morin 
2 


( 
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En développant en série, elle devient 


I 


SAmUret 2.3.9? 





I À + 
(CL AIVA RES Pi nee Ne PERS 





I J 
— BE —_— 
Y A ER PA Es É 


c’est-à-dire 
I I à 
F6 7288 Pa rs 2 pu al LR PR MD Preis 4 
1 + REREE [(2æ —1)7}? + SE ARCET [(2æ—1)7 +... 


À 
I 





voit que, si l’on suppose æ compris entre zéro et l’unité, | 
On voit que, si l pp p t o et l’unité, le 
numérateur de la quantité qui multiplie 2x —1 est toujours 
moindre que le dénominateur ; 1l en résulte qu’en faisant 
CAPE AT)" 
PAIEMENT = (2% —1)B(x), 
la fonction (zx) sera positive, moindre que l’unité pour toutes 
urs réelles de la variable y et, par conséquen ‘ on 
les valeurs réelles de 1 ble y et, p quent, de a; o 
aura aussi la condition 
Pr) = P(i1 — x). 


Cela étant, l'expression de J,(&) prend cette nouvelle forme 


6 et - 
H(a)= 2 f r(22—1) (x) de + — f æ(2æ —1)P(x) dx, 
0 


0 
ou bien 


M 
J(a)= — 


qui suffit à notre objet, la quantité 


ë 17 
M= { æ(2æ—1)P(x) de+ [ æ(2% —1)P(x) dx 


0 
étant finie évidemment quel que soit 4. Mais nous irons plus loin, 
en obtenant les limites indépendantes de à entre lesquelles elle 
reste toujours comprise. 
J’emploie pour cela la relation générale 


[rie ds 2 [rod = fin ra ide + [rer 
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qui se vérifie en remarquant que, par le changement de x en 1 —#x, 


on trouve 


[ras = [rende [rod 


ou plutôt encore celle-ci 


[rares [pee ds 


6 ; Î 
= [fa a) de +2 [ LA) +/a—2))dr 


Cela étant, soit 
f(x) = x(2æ& —1)P(x); 


de la propriété qui a été indiquée tout à l'heure de la fonction P(x), 


on tire 


f(æ)—=fa—x)=—(1—2x) dr), 
f(a)+fh—a)= (—2r) dr), 


el nous avons, en conséquence, 
I ÿ É 
Me = f G— 2e) da) de — f (1— 27) P(x) dx. 
e/ 0 0 


La première intégrale, en se rappelant qu'on a (x) <1, s'ex- 


1e d ô 
sl G—2z} dr = 


0 étant moindre que l'unité; la seconde, si l’on suppose, comme 


prime par 


; I 
on peut le faire, £ < 5 aura pour valeur 


g f G—ox)de=(E—#)0, 


0 
ÿ’ étant aussi compris entre zéro et un, nous avons donc ce résultat 
qu'il s'agissait d'obtenir, SEE 


MS —(È—E)0" 
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Soit, en particulier, Ê = 1, ce qui donne 


M 


Ol © 


on trouve alors la relation 


() 


| 
12€ 





=log[T(a+1)T(a)] = J + 
d’où l’on conclut 


I ) 
logT(a) =J — sloga + at 


C’est l’expression asymptotique à laquelle j'étais parvenu pré- 
cédemment par une autre méthode. La quantité J,(a), représentée 
par l'intégrale 


1 

I 

= f æD;log[T(a+x)T(a+i—x)] dr, 
0 

coïncide, dans ce cas, avec 


1 
Ja) cf (æ— x?) D2logT(a+zx) dx; 
0 , 


voici comment on passe de la première forme à la seconde : chan- 
geons + en 1 — æ, nous aurons d'abord 


1 L 
I 
J(a) = — = f ({i—x)Drlog[l(a+x)F(a+i—x)] dx, 
0 
en ajoutant membre à membre avec la valeur précédente, il vient 
1 1 
Ji(a) = :f (2x —1) D;log[F(a+x)T(a+i1-—-x)]dx. 
0 
Le facteur 2% —1 étant la dérivée de æ?— x, une intégration 
par parties donne facilement, si l’on observe que x — x? ne change 
pas lorsqu'on remplace x par 1 — x, 


1 
2h(a = f (æ— x?) Di log{[T(a+x)T(a+1—xr)] dx 


1 
— J (æ— 2?) D£logT(a+x) dx. 
0 
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A re EL 
Soit ensuite £ — 5’ On trouve 


() (1 
M = = — —; 
ET 
il est nécessaire alors, pour avoir une limite plus précise, de 
recourir à l’expression générale 
a 


6 CHERE 
M = æ(2æ% —1) P(x) dx + 1 æ(2x —1)b(x) dx, 


0 


d’où l’on tire 


Me AE æ(2x — 1) P(x) dx 


= f æ(i1—2x)b(x) dx. 


Le facteur æ(1— 2x) étant positif entre les limites de l’inté- 
srale et D(x) étant moindre que l’unité, nous avons cette valeur 


1 


2 
M=— 20 f æ(1—2x) dx 
0 
0 


N'Lé MESA 


12 


et l’on en conclut l'expression asymptotique 


, I 0 
log 1 (a+ :) =} A 


Je reviens maintenant à la formule générale 





Vite : f æD;log[T(a+x)T(a+i-—x)] dx 


he æD;log[F(a+x)T(a+1-— x)] dx, 
70 - y 

afin d'en tirer une autre expression de J,(a) qui permet d'obtenir 
son développement en série, suivant les puissances descendantes 
de a. Ce résultat important se déduit aisément de l’égalité 


0 (ex — eU-x)y)eay 


D; log[l(a+x)T(a+1i—x)] = f. PT à 


— 
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au moyen des intégrales suivantes, 


1—E / e ÿ . 
| Deer I LP [ e* — 1 
Î (exzr — ex) )x dx = eU-9» ( RNB US à) + c ( EE =) re re 


$ ; È 
(exy + eU—xy)x dx = er re ee +) ee eu-2 
y 4 








S 
> 


EM ds 


En les ajoutant, on trouve la quantité 


es Leur EY AT 


J F2 





el 


ce qui donne immédiatement 


es + e1-0y ( 
= [ ES 2y(e7—1) Al ci 


Supposons 6 —1, on en tire la formule de Surling, 


B; B: B; 


ex, cd 3.4.a 5.6.aÿ 





où B,, B>, ... désignent, suivant l’usage, les nombres de Ber- 
; / ‘ I TE ë 
noulli. En faisant £ — on en conclut la série de Gauss, 


h(a)=— 


1.2.2. 3.4.93. a 5.6.925.aÿ 


ce second développement pouvant se déduire du premier au moyen 


de la relation 
Ji(a)=J(2a)—J(a), 


qui découle facilement des expressions 


e + 1 1 £ 
Gel es-le 


eY HI I à 
\ Go Le levé 


Remplaçons, en effet, dans la seconde y par = et retranchons 


membre à membre; 1l vient, après une réduction évidente, 
20 1 


L 24 
J(2a) — J(a) — ps FASO ya ea) dy, 
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à : | ll ’ ’ 
c’est-à-dire la valeur de J,(a) pour ê — # Dans le cas général 
où 6 est quelconque, je rappelle, en terminant, que si l’on désigne 
par S,(6) le polynome de degré n +1 de Jacob Bernoulli, égal, 
lorsque & est entier, à la somme 1"+2"+...+(6—:1)", on a la 
série suivante : 


(a) = [+ ue | : (n=1,2,3,:..). 


n(2n—1). an —1I1 Fe Xe. 





On trouvera, dans l’article des Mathematischen Annalen qui 
a été cité plus haut, la démonstration de cette formule et les con- 
ditions de son emploi. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. L. FUCHS 


SUR UNE 


EXTENSION DÙÜ THÉORÈME DE LAURENT. 


Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. 85-89. 


En considérant les racines d’une équation algébrique quel- 
conque et leurs discontinuités, points critiques ou pôles, j'envi- 
sage l’ensemble des circonférences qui ont leurs centres à l’origine 
et pour rayons les modules de ces discontinuités. Elles décom- 
posent le plan en couronnes circulaires auxquelles succède un 
espace infini, et les racines sont à l’intérieur de chacune de ces 
régions, des fonctions finies et continues mais non uniformes. 
Leurs valeurs s’échangent d’une certaine manière, s1 l’on fait 
décrire à la variable un contour fermé comprenant l’une des cir- 
conférences limites et, par conséquent, des points critiques à son 
intérieur. La différence de nature avec les fonctions uniformes se 
manifeste par cette circonstance, qu'il est nécessaire de décrire 
plusieurs fois le même contour pour obtenir, au départ et à l’ar- 
rivée, les mêmes valeurs. Désignons ce nombre par p, pour l’une 
des racines, représentons la variable par x et posons 


ie 


L'image fournie par cette substitution est une courbe fermée, 
décrite une seule et unique fois, au lieu du contour répété p fois 
successivement. La quantité considérée devient, par suite, une 
fonction uniforme de €, dans l’espace limité par deux nouvelles 
circonférences, transformées des précédentes, ayant comme elles 
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leurs centres à l’origine. On peut donc faire lapplication du 
théorème de Laurent et en conclure que la racine s'exprime par 


une série de puissances entières positives et négatives de 6 ou 
1 


de x?. Pour le cas où la variable est supposée dans la dernière 
région, on la considérera comme une couronne circulaire limitée 
par la circonférence relative à la plus grande des discontinuités et 
une autre dont on fera croître indéfiniment le rayon. Cette seconde 
circonférence, lorsqu'il s’agit d’une fonction uniforme f(x), étant 


RATE I z) dz : 
prise pour contour de l’intégrale JS, dont se tire le 
21H me 


théorème de Laurent, conduit à une fonction holomorphe dans 
son intérieur, et qui devient, en faisant croître le rayon, holo- 
morphe dans tout le plan. Nous en concluons alors, comme pré- 
cédemment, les expressions analytiques des racines dans cette 
région, mais 1l faut observer, ce qui est le côté imparfait de cette 
méthode, que les ayant obtenues dans le plan tout entier, on doit 
exclure de la représentation les circonférences sur lesquelles se 
trouvent les points de discontinuités. 


Pour donner un exemple dans un cas facile, je vais chercher 


) 2 CE I 
| expression de la quantité =, en supposant 


V(x—a)(b—x) 
la|<læzl <|6}, 


de sorte que la variable sera dans la couronne limitée par les cir- 
conférences de rayon |[a| et [b|. 
Soit, pour abréger, 
A PA EL he 
(MS Se 
Dete se DITE 


nous aurons les deux séries 


I NRA (m)a”! 
Vx ra ur Vz a" 
I (n)x7 


I 
Vb— x A 7 bn 





(M, n = 0/40 000 





puis, en multipliant membre à membre, 


1 1 ER MPENURS 
V(æ= a(b — x) Vox braym-n 
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Soit maintenant »% — n —= p; supposons p positif et différent de 


’ 1 | 
zéro, le terme en 5 Sera donné par la somme 


al (n)(n + pa’ 
æP D: bn 
qui se rapporte aux valeurs ñ — 0, 1,2, .... 


Faisant donc 
L En)(r+plar. 
Sp = dE; 


I nan E 
nous obtenons, pour l'ensemble des termes en D la série suivante : 


Ÿ 6 GA fe 
Er CLR ON 0e ea 


De la même manière, se trouve ensuite la seconde série, 
TP 
D 
LA 
où entrent les puissances positives de la variable; en écrivant, 


pour simplifier, S au lieu de S,, on en conclut le résultat cherché, 
à savoir 





I LR CAL DE (£+7) eee ) 
Le Es en — Me PRES D 
Viæ—a)(b—x) Vbzx Vox AUGPRA Nb St 

On peut, comme je vais le faire voir, le démontrer «a postertoru. 
Soit pour cela a — b£?, puis 
R(y)=(G—r)(t- AY); 
j'emploierai la relation suivante 


= 


L ÿ?P dy bu e 


—$S », 


f VR(Yy) 2 


qui résulte du développement 


CE | > Rs T 
2 (H Arr 
Vi aies k2 y? 
et de la formule élémentaire 


1 y2+p) d x | 
on ne 
0 RE 


H. — IV. 28 
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‘ - ZeN D 
s ; a À RE ay 
J’observe ensuite que les progressions géométriques ir 5 
: #4 


SG { x r2 P À 2 T 2 
D 7) ont pour sommes ES et pe on est donc 
b æ--ay? b — xy? 


amené à l'égalité 


1 À 
aP xP 2 ay? æy? d 
D 
À æ! b1 EN? x — ay? b—u) VRO) 

et à chercher l'intégrale définie qui figure dans le second membre. 

. i . LUCE . 

à de - ee — QC 2 
Je fais, à cet effet, y —sn£, Je pose aussi 7 = Késn aeetiqu 
donne 
T s | 
Fe k2 sn?2(x +—1K'), 
d’après la condition admise 
a = bk*?. 


L'intégrale relative à la nouvelle variable étant représentée par 


k 
Æ2 sn?a sn?£ k? sn?(a + 1 K')sn? 
J —— Por ms o] 2] = +. 9 j s ). se de 
à 1 — k? sn?3 sn?Ë 1— k? sn?2(x + 1K')sn?£ 


s'exprime au moyen des fonctions complètes de troisième espèce. 


n x CT 
el remarquons que cette quantité se 


Multiplhions par 


n 4 
reproduit, changée de signe, se on remplace a par a+ ikK'; 


on aura, en effet, 


cnaædna,_ cnædna +[Lce 2) [GK 2-0). 
sn % sn & 


Cela étant, la formule des Fundamenta, 


| [GK «) = KD, log @(2), 
nous donne 


( Re _8(x) 
Léo :-ix = KDA le) 


£n recourant à l'égalité 
: — — (24+/:K) 


E(2+iK')—iH(a)e 





on a ensuite 


O(x) TT H(x) IT cna dna 


D TOR EVA MER EEE 
£ "Sptatik) 2 K 
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et une réduction évidente conduit à la valeur cherchée 


À LE 


ne ou bien J=- D UP end 
> cusxdna 2 V(z—a)(b —x) 


puisqu'on a 


b ../b—x r—a 
SNL — CRE —=Z et dn 4 — à 
T T T 


L'expression du radical 











Den me em hr em est d’une autre nalure 

V(æz—a)(x —b) 

dans les deux régions où l’on suppose 
Iæ|<]|a| sta Les PET 


* En désignant par P(#/(x) le polynome de Legendre du degré n, 
on obtient alors les séries 


b HT 
Pt) sc GEAR .S Fr) 
75 À ve) (a) 


[ DANS er n 
—— P'2 É gs 
> ) À T ) RENE MEN LME 


Une application des résultats que nous venons d'obtenir s'offre 


CL 


d'elle-même à l'intégrale elliptique, en prenant a —1, b—#Æ?,et 
changeant x en x?; elle est, je crois, à remarquer dans le cas où 
l’on suppose 


Je lindiquerai succinctement. Nous avons alors la formule 


I Fes J 1 
SL DE | + rat) (AE, 23/90), 
(æ?—1)(1— Lx?) PRE A RS æ?1 


et l’on en üre, en désignant par G une constante, 


es 0 Ses Dr Aer). 
Vx?—1)(1- Aa?) x? 


Faisons successivement 








TPE] Lt L'= —» 
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on aura les égalités 


OC > (1 k2P), 


S ges 
; / 2,p 
- en les ajoutant, les séries infinies se détruisent, on obtient 


K'=2C+S log 7» 


d’où 
C=S log + =K' 
et, par conséquent, 
x je Ée S, 
A —_— 1 — S log (x Vk) + — K D —— — K2P x?P , 
J, V(a?—1)(—#2x) j 2 2p \æ?P 


Employons ensuite l’expression de K/, qui a été donnée par 
Legendre, le logarithme de Æ disparaît dans le second membre, 
et l’on parvient à la formule suivante 


dx S ; 
a S log 24) — sh o ( = es rase) 
‘e /(æ?—1) (1 — k2x?) s\ D x?P 








où n'entre plus, comme 1] le faut, que le carré du module. 





EXTRAIT D'UNE LETTRE 
DE M. HERMITE A M: SONIN, A SAINT-PÉTERSBOURG. 


SUR 


LES POLYNOMES DE BERNOULLI. 


Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. 133-156. 


RÉPONSE DE M. HERMITE. 


La lettre, que vous m'avez fait l'honneur de m’adresser, m'a 
intéressé au plus haut point ainsi que ce que j'ai pu saisir de votre 
Mémoire Sur les nombres de Bernoulli, qui est écrit en russe, 
et où 1l ne m'a été permis de comprendre qu'au moyen des 
formules les résultats auxquels vous êtes parvenu. Je me suis 
empressé d'informer M. Fuchs de mon devoir de reconnaître que 
vous aviez déjà publié les séries finies qui représentent avec leurs 
termes complémentaires les quantités 


Cal 
ÉpT) - et logT(y+x)—log (y), 

en les tirant comme conséquence d’un théorème général de déve- 
loppement des fonctions suivant les polynomes de Bernoulli. Mais 
nos recherches se sont si étroitement liées que, après vous, j'ai 
aussi obtenu cette formule de développement dont j'ai donné 
communication à M. Lerch dans le mois d’août dernier; voici 
comment j'y Suis arrivé : 


J'ai employé d’abord, au lieu de vos polynomes ©,(x), la fonc- 
Pn+1(T) 


qui est définie par 
Et 


uon de Jacob Bernoulli S,(x) — 
l'égalité 


1 ml ML “. 9 
KE) TRS => 
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où J'ai posé | n | — 1.2...n. Soit ensuite symboliquement 





4 CAN 
e— 1 


? 


avec la convention de faire dans la série exponentielle 


REA 2 de A (—i1)-1B;, A2 = 0; 


Je remarque qu'on peut alors écrire 


Ty T eY(exy —1) 


ee —1 Le 17 
= ery 


se ns TEA | ja+1 er) EL À 
=> [nr +1] 4 


d’où, par conséquent, cette PAUL 


(+ À ri — }ux1 


Salt ht 


Cela étant, je considère l'expression 
F(y)= f(y ++) — f(y +) 
(æ + À) — ÀcC 


D 2 rm A 


f(y) désignant une fonction quelconque, et jJ'opère symbolique- 

ment, comme tout à l'heure sur À. Le développement de f(y + À) 
onne, par suite, la série d’Euler: on a ainsi 

d ,P te, l l’Euler ; 


JPA DENT ES CSN EAU 
cela étant, 1l vient, en changeant y en y + x, 
FE TEE DENT RTE) ANSE 


et, en retranchant membre à membre, nous parvenous, au moyen 
de F expression de F(y), à la relation 


FCy ir) SECRET EP) ER 


(æ + À): — 
C 


L2 A (4 . 
He en même temps, devient le polynome de Ber- 


noull, S_,(x), nous obtenons donc la formule générale de déve- 
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loppement 


ATEN nt er MCE ENTES Pom Deere) 


For] 
ou bien, si l'on remplace f'(y) par f(y) et ce par c +1, 


NÉ + FA : | 
fo +) = À EAN (7) (eo, 1,2, ...). 

La série ainsi trouvée se démontre immédiatement sans l’em- 
ploi des symboles. En faisant, en eflet, f(y)— A e47, où À et & 
sont des constantes, :l vient, après avoir divisé par À e4Y(e4— ;), 


D ER 
et I =Y srl 
ea -—T 4 Le] 
ce qui reproduit l'égalité (1). La même vérification a lieu pour une 


somme d’un nombre quelconque de termes, À et + B er +... et, 
par conséquent, pour une fonction quelconque. 





Mais il s’agit d’avoir cette formule avec un nombre fini de 
termes ; la méthode donnée par Jacobi dans le célèbre Mémoire : 
De usu legitimo formulæ summatoriæ Maclaurinianæ pour 
obtenir l’expression du reste de la série d’Euler et de Maclaurin, 
conduit facilement au but. À cet effet, je ferai usage d’une re- 
marque qui se tire de l'identité 


CEY "I elx+2)y — bYz 
= eY= = —__——…—._——_—_—_—_—— 
EI eY— 1 
PE EN Re PYSITT 
reset EMAIL 


Le premier membre étant le produit des séries 


Dir « Er 


le coefficient de y” est donné par la somme 


Se( GR Lprres 
D Penn AE 


en prenant C—0, 1,2,..., 2, on a donc cette relation 








Sn(r 3) — Sa(r)e NE RE L 


(a) | n | en [elle —c] 
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J'observe encore que si nous égalons les termes en y” dans 


l'identité 
etY— 1 = (er — DD EL vs, 
il vient | 
TRE es SET) 
(3) ES Daniel 


mais alors la somme se rapporte aux valeurs C— 0, 1,2,..., 2 —1. 


Soit maintenant, avec un nombre fini de termes, 
Va D TE CRETE OO R, 
+ æ = — Sr 


| (LOY=n OS TN ED 


(4) 


j'emploie, en suivant l’analyse de Jacobi, la série de Taylor 





PURE () = Tr + A ‘le (x — 3)" fr (y + z)dz 


(Ce O0, DE AE 
Je pose aussi 


1h à \ 1 
FI +1i)—f (y) as sé Wa I vif (1 — 39% cfn+1(y + 3) dz. 





[t-—c] [2a—c 


Dans cette égalité, l’entier £ prend les valeurs c+1, C+2,..:,n 
el, pour {= nñn,ona 


1 
Pr + NP = [ frr(y +3) ds; 


20 


cela étant, la relation précédente devient 





MORT ST : Ra 
D en Cm a 


#0 


Se(æ) fi(y) I D [RSI ESS 
= RS ———  —— fr#t(y + 3) dz, 
[c][t—c] [n|] se [cl[r—c] J 4 ) 
et l’on voit immédiatement que les termes qui contiennent f'(y) 
se détruisent. Nous devons faire, en effet, c—=0o, 1,2, ..., i —1 
dans le second membre, la réduction résulte, par suite, de l'égalité 


A 


qui vient d’être obtenue 


ESS 
ES 
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L'équation (2) nous donne aussi, en changeant 3 en 1 — 3, 





Sn(t +13) Sn(z) _NWSe(æ)(i— 3)" 
2 [Lc]llze—c] 


et l’on en conclut expression cherchée 
R, — fs (æ— 3}t fr+r1(y + 3) dz 
220 
1 
|: [Sn(r+i—z)—S,(3)]f"#"1(y + 2) dz. 
0 


Une autre forme du reste s'obtient en décomposant la seconde 
intégrale en deux parties, comprises entre les limites o et x,æet1; 
cela étant, au moyen de la relation 


Sn(T+i—z)=(x—3)t— S,(x — 3), 


on trouve ainsi 


R;, = de [Sx(z) — Su(x — 3)]fHt1(x + 3) dz 
0 


+ [18 


Ce sont vos résultats, Monsieur; ces formules ne diffèrent pas, 





Sn(t +i—z)]frtt(x + 3) ds. 


au fond, de celles que vous avez données à la page 29 de votre 
Mémoire, lorsqu'on suppose, en particulier, À — 1. Les relations 
dont je viens de faire usage, vous les avez aussi obtenues, ce sont 
les équations des pages 13 et 14, 


(R+i)æ= TS (n+ th: oi(æ), 


On(É+z)—v,;(3) SD ni pi(æ)3"Tt, 


Mais vous m'avez bien dépassé dans les applications que vous 
avez faites au produit ©,(x)v,(x), les conséquences que vous en 
avez tirées pour les nombres de Bernoulli (p. 5), la relation si 
intéressante 

p? 
4131 


et beaucoup d’autres choses encore. J’attache surtout un grand 





e-1(œ) + EE 2, (zY +... 


3p —4) 
3.[5] 


( 
5 
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prix à la seconde partie de votre Mémoire où vous traitez des 
importantes et difficiles questions sur la sommation des séries. 
Malheureusement, je n’ai guère pu la lire, je me trouve arrêté à 
chaque pas, il ne m'a pas été possible de comprendre le sens d’un 
certain symbole que vous employez continuellement. 

Cependant une note de la page 55 ne m'a demandé aucun effort, 
el j'ai vu, une fois de plus, combien nos recherches ont été voi- 
sines. Comme vous, j'ai étudié avec soin la fonction 

I AR: 


AOL SE ea SR 


8 | 
D 


el aussi l’expression 


o(x) ext(x—))+r+o 
Re 2æ2(eX— 1) 





qui s'offre dans la relation 
logT(a) — («—?) log a raser + [| 


. ; ; : I 
Je démontre qu’elle atteint son maximum, qui est . de la ma- 


nière suivante. Changeons, pour avoir une expression plus simple, 
æ en 2x; divisons haut et bas par e7, et soit alors 


PRE æ(et+ ex) — (ex — ex) 
LR Ax?(et— ex) 


On prouve que la différence 


1  3r(eï+e-t)—(r2+3)(ex—e-x) 
FRIPERE Tex mr: 
2 LETTRE 


qui est nulle pour æ— 0, est toujours négalive, au moyen de la 
fraction continue 


LA 


ex — eT€ VA 
ELHe Er 1 Les 
ARTE SE 
= < 3% 1 «! ps ‘ 
La seconde réduite étant 33. NOUS avons, en effet, si l’on 
x?+3 


suppose æ positif comme il est permis, car f(x) est une fonction 
paire, 
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c’est-à-dire 
3T(Et+ et} — (x?+3)(et— et) Lo. 


NEA RE 6 se 
Nous pouvons donc écrire f(x) — 7 avec la condition o <0< 1 
et, de là, résulte l'expression asymptotique précise 
I () 


logr(a) — (a— :) loga— a+ log ar+——. 


\ 


Au point de vue de la sommalion des suites, je me suis borné 
aux formules générales : en premier lieu, à celle qu’on tire de la 
relation (4) en prenant la dérivée par rapport à æ, et remplaçant 
ensuite f'(y) par f(7). On trouve ainsi 


x +1 c SC 
f(y +z)= l f(z) da + EE p, Se(æ) 


JÉ fax +i)= fr(x) 
| [a] 
= f SG) fen(y+ 3) de 


7 0 


Sn(æ) 


| 
“à + f= Sauter 2)frt(y +3) da. 


En voici une autre qui se Lire des polynomes ,(x) définis par 
‘ + 


Lu 4 (æ) 
— NN se ya (ro er 0 RRo mere) 


ey [ 


et dont Je vais indiquer les propriétés les plus simples. Nous avons 


l'égalité 








d’abord les relations 
Ynir)Eyn(r+ rx) = cr, 


CANErAG TT) = {n(æ), 


an Is, — : Se (£)] == AE 2) 


(—1)2 Lon—1 (æ) 
1— 22% 
sitifs en supposant 0 << x << 1; on a même, pour la seconde quan- 


uté, la condition plus large (2x —1)?<7 5. J'indique encore les 


séries 





On démontre encore que (—1)*y»n(x) et sont po- 


sin TT 


D Gimaraneyg sind 


MES CEE RO AUTRES À 
| e cosdrx ( D 3 9 
(— 1)" 4an-1(x) = 2 (an) > sr 


(de. 


”" 


444 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


lorsqu'on à 0x<1. Ces polynomes conduisent à la formule 
suivante 


forte) =D D y (2) 


dd Tri f Xn(x — 3) frH(y + 3) dz 
0 
— SU Xn(x +1) frHi(y = 3) dz 


et voici la conséquence à en urer pour la sommation des séries. 
Soit 


F(z)= fe) — fe +1) + Jr +2) 
on obtient l'égalité 


F(y —x) sa ne EEE LE y, (x) | 


af Xn(x — 3) Fr#1(y + 3) dz 


0 1 


Sp Xn(x Hi 2) FN 
CC ÆS0, CTI, Re TL 0 


Elle montre que les sommes à termes alternativement positifs et 
négatifs peuvent s’obtenir directement, au lieu de les conclure de 
la différence de deux autres, à termes de même signe. 

J'ai aussi considéré des polynomes plus généraux et analogues à 
ceux de Bernoulli en employant la fonction 


P(r) = Aetx+Bettz+,,, + Tex 


et le développement de suivant les puissances de y. Je les 


ex} 
P(Y) 
désignerai, pour ne pas multiplier les notations par or(x), de 
sorte qu'ils sont définis par l'égalité 


Dee y 


Ces polynomes sont du degré » en x, ils satisfont à la condition 
caractéristique 








Aon(t+a)+Bo;(x+b)+...+Lo,(x+{l)= #7, 


Cr 
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et 1ls conduisent encore à une formule générale de développement 


en série; Je vais indiquer en peu de mots mes résultats. 
Soit f(x) une fonction quelconque, et posons pour abréger, 


A f(xt+a)+B f(x +b)+...+Lf(x+1)=F(x), 


on à celte expression qui procède suivant les polynomes Cn(x) et 
dont les coefficients sont les dérivées successives de la fonction F(y), 
à savoir 


C ) R Cd} 
J(y + x) > Fe(y) D + [a] DONNE AA SE 7) 








le terme complémentaire étant 


D ere orviou 


« 


+ f Bo,(b+zx— 3) frt1(y + 3) dz 
b ç 


Mais cette formule n’a lieu qu'autant que D(x) ne s’annule pas 
avec æ; supposons maintenant que la fonction contienne le fac- 
teur xz°, on posera 

LA AP Z 
(5) LIN ee 
(7) [re] 





en désignant encore par ©,(x) un polynome de degré » en x qui 
donne lieu aux relations 


à a A 0e 


Érrter 


À Psrn(d+a)+Bosrin(r +b)+...+Loss:(x +0) = 
RUE Dior 6) +:..+ Lo (xl) = 0 


CCR ON IN US. SSI), 


Intégrons maintenant s fois de suite par rapport à æ, à parur 
de x — 0, les deux membres de l'égalité (5), et posons 


È XY En (eye? _\N (x) IL 
cl ELU TEE => 


Le polynome 0,(x) est du degré s + r et contient x’ comme 
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facteur ; il satisfait à la condition 
Ab,(r+a)+B0,(x+b)+...+ L6,(x +l) = 
et s'exprime, au moyen de On (x), par la formule 


0» (2) eu Dirn(T) 


RSR PEN AE 





en convenant de supprimer dans le second membre les puissances 
de æ dont l’exposant est inférieur à s. Cela étant, on parvient au 
développement que voici 


Sy +2) fr) — SN Lee 


M rec > Fer Te 


avec cette expression, du reste, 
Fi és 
Ro fe (@— 2)" fn#1(y + 3) ds 
0 


« 
= f AlS,(a+r—z3)—S,]frtl(y + 2) dz 
0 


b , 
Fait B[0,(b—+—xr—3)—S,;]frt1(y + 2) dz 
“0 


ee c'e + © 616 joue ‘s! 615 © eo "ve létieueve cle) ee eue) 1, /e LES PIN RE see 


— f LIB(T +23) 5] fr+(y#2) 42, 


où l’on a 


$ ; 1 T ; æs—1 

Sa=0(a—z)+0,(a+z)- +... + (a — 3) ——;, 

I [s —1]. 
et semblablement pour Sy, Se, .... 
_ Ces généralisations, Monsieur, ne me font pas perdre de vue les 
belles et importantes applications de la formule sommatoire d'Euler 
et de Maclaurin que vous avez traitées. dans votre Mémoire, avec 
une entière rigueur; et, sans être entré Jusqu'ici dans cet ordre de 


questions, Je ne puis m'empêcher de vous exprimer encore tout 


.s 


Pintérêt que j'y ai pris. En particulier, j'attache un grand prix à 
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l'expression asymptotique, pour À très petit, de la série 


Par Le e—*#? el? 


PS HAE ME 


que vous avez donnée sous la forme 


G log h 


ï ADN AV 


où Cest la constante d’Euler. Elle se place à côté de l’expression 
qu'a obtenue M. Schlümilch pour la série de Lambert, et d’autres 
semblables s'offriraient éncore dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques. | 


Paris, 11 novembre 1895. 


SUR 


UNE FORMULE DE M. G. FONTENÉ. 


Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XX, 1896, p. 218-220. 


En désignant par f(x) une fonction doublement périodique, 
ayant deux pôles simples p et p', et par R le résidu qui correspond 
à p, M. Fontené a donné dans les Comptes rendus, t. CXXII, 
p. 172, la formule suivante 


2f(x+y)=f{p—-y)+/f(p—-y)+R(D;+D,) log LLEVIPES NE 
JAP 
Ce résultat intéressant, dont l’auteur lire comme conséquence 
immédiate les expressions des quantités sn(x + y), en(æ+ y) 
et dn(æx + y), peut s’obtenir par une autre voie qu'il ne me paraît 
pas inutile d'indiquer. 


Si l’on désigne par £— (x), la fonction inverse de l'intégrale 








de \ 2 d è «4 
| = = ?, où R(£) est un polynome quelconque du quatrième 
LIVE) | : 


degré en 5, on établit, au moyen de la seule définition de cette 
fonction, cette égalité (!) 


2z'(a) v'(a+y)+o(a) v'(a—y)+o(a) 
————— ————— — = ——_——— —  ———"  —— = — —— y 
v(T+y)—v(a) v(a+y)—v(a) o(a—y)—v(a) 
v'(a+y)—v(xz) v(a—y)+9 (x) 
2 —— — ————— ———— ) 
p(a+y)—o(x) par) 


que nous pourrons encore écrire sous une autre forme, en chan- 





(1) Note ajoutée au Cours de Calcul différentiel et integral de J.-R. Serret, 
t. II, p. 874; Œuvres, t. II, p. 125. 
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geant les deux membres de signe, à savoir : 


2Dslog[o(a)—p(zr—y)]= (Do—2D;,)log[p(a)—p(a+ y) 
+(Da+2D;,)log[p(a) —e(a—7y)] 
p(x)—g(a+y) 


RE TED TTC ENT 


Cela étant, soit a — p +, p désignant un pôle simple de o(x) 
et e une quantité infiniment petite. Nous développerons suivant 
les puissances croissantes de <, et nous remarquerons que, si l’on 


Re R 
néglige les termes en €, &?, ..., on a simplement o(a) — Ne (DE 


R étant le résidu, C une constante, puis o(a+ y)—=+e(p+y). 
De là résulte pour le premier membre d’abord 


à 
log[e(a)— er +y)= 108 | +C—g(+r) |. 


R tee \ 
k nes CLR YY 


DE € R pu 


et, en prenant la dérivée par rapport à € qui est la même que par 
rapport à &, 


C—g(r+y) 


I 
Dalog[e(a)—o(x+yil=-: + R 


On trouve ensuite dans le second membre 


I 


R 
log[p(a) — (x + y)] = log [= ee e(p+p)|, 


Lee dem À, 
= log — + ————— 2. 
28 aie R 
La dérivée par rapport à y donnant un terme en : peut être né- 
gligée, de sorte qu’il vient immédiatement 


(Dé 2 D )logte(a) gay] 2 + —8(P +), 


om | æ 


R 
puis par le même calcul 
(Da+ 2D,)log[o(a)—e(a —y)] =— : AL Aus 


Si l’on substitue maintenant dans la relation considérée, on voit 
I VS RE. 3 . 
que les termes en — disparaissent ainsi que la constante C, et l’on 


HAL IV 29 
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parvient à cette égalité 
PER) 


2o(r+y)—=v(p Fr) Ee(PTRYIT REED NE 


Cela étant, j’observe que si l’on fait x — p'+e, en désignant 
En q Î Ù 5 

par p' le second pôle de #(x) et R' le résidu correspondant, on a 

pour € infiniment petit, d’après ce qui précède, 


p(E)— pp LV). PP IAE 


D;:+ D,)lo : 
Se der peer R 


mais R/=— — R; cette relation devient donc 
2P(PHY)= PP ET) + 602 Y) Te PENSER 


ou bien | 
o(P+y)= op —ÿ). 
Nous pouvons, par conséquent, écrire sous une forme plus 
symétrique, en introduisant le pôle p', 


o(T)—p(p+Yy) 


28 HN) RENE RP ETIENNE 


ce qui donne le résultat obtenu par M. Fontené en remplaçant 
o(p+y) et o(p'+ y) par o(p'— Y) et ®(p — y). dJajouterai 


encore une remarque : on en tre, si l’on change y en — y, 


R(D; D,) 108 ECRIRE 
Ce 2) (7) 





2p(T—Y)=(p 
ou bien 


PE) RP, 


2677) = 90 + Tr) ERP TE ROLE DORE 


En retranchant membre à membre avec l’égalité précédente, 


nous aurons donc la relation fort simple 


pr+y)—o(r —y)= o(&)—v(pEY) 


et l’on en conclut cette intégrale définie 


* — o(p'+y) 
[o(Tr + y) —v(x — dE =R lo PCI 
J ner) Set) — gp +7) 


SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALES 


DE LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


From the Congress Mathematical Papers 
(American Mathematical Society, 1896, t. [, p. 105-115) 


Soit, en général, 
R(x)=Axt+Br3+Cr+Dr+E et ot) 
la foncuon définie par l'égalité 


Jre 
ZT — , 
VR(E) 


où je laisse la limite inférieure entièrement arbitraire. Je me pro- 





pose de montrer comment on peut obtenir le théorème de l'addition 
des arguments dans cette fonction, sous une forme simple, où 
n'apparaissent pas explicitement les coefficients du polynome R(x), 
et qui conduit aisément aux formules concernant 


SUN NCILE AE AN CL DO): 


En désignant par a une constante quelconque, je pose à — (a), 
et je considère l’expression 
| 
J =log(é— a), 
que je différentie deux fois par rapport à x. Il vient ainsi 


GMA a) RE) AR (ES 
dr? 0 2(È— a)? 





2 
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et l’on aurait pareillement 
dy: (a—E£#) R'(a) — 2 R(a) 
da? 2(E— a) 





Retranchons membre à membre, on obtient 
= GT) LRO Rx] = 2 PRO SAREENIS 


de? de 2(E— a)? 


d’où, après une réduction facile, l'équation suivante 


dy PT =ar+ TBE Aa Be, 





dont je vais écrire l'intégrale. 


Va f (aB+ . Be) dx, 


on aura cette expression, où f(x) et /,(x) sont deux fonctions 


Soit, à cet effet, 


arbitraires 
Y=fte—a)+f(a+e)+ [| y) de+ f d(a) da. 


Différentions maintenant par rapport à x et par rapport à &; en 


posant, pour simplifier l'écriture, 
J'(x) = F(x), Jitæ) = Fix), 


on parvient à ces relations 
sem) $ É 
s — =F(x—-a)+F,(x+a)+%4(x), 
z(æT) me (a) 

c'(a) 
(x) — (a) 
Elles montrent, en permutant x et a, que la foncuion F(x) change 
de signe avec la variable, et de là découle une conséquence 1m- 


2 tee ay ee 


portante. 
Soit, pour abréger, 
w'(a) 
DÜTNOISE ?{ ) 
p(z)—9(a) 


| 
1 


| 
! 
| 


Ut 
[#8 
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on forme aisément l'égalité 


Br Y,a)—D(r—7y,a)— F(r+y—a)—F(rx—y—a) 
Mc y +a)—Fi(z+y + a), 


dont le second membre se trouve, d’après cette remarque, symé- 
trique en ret a; il en résulte que nous pouvons écrire 


P(T+y,a)—bP(r—y,a)=dD(a+y,x)—D(a—7y,x). 
Changeons maintenant dans la relation 
B(ria) — A A 


a en AR puis en a — y et ajoutons membre à membre, on 
trouve ainsi 


MT ÉSR EN TE a—y)= F(x—y—a)—F;(x+y+a) 
AT 6 te D Pare CN Pre SW 
FN EY) Easy). 


Nous aurons encore, en remplaçant x successivement par & + y 


etx— yet ajoutant, 


P(x+y,a)+b(r—y,a)= F(x +y—a)—Fi(x+y+a) 
+F(r—y—-a)—F;(x—y+a) 


— 2%(a). 


Ces deux égalités conduisent à une troisième où n’entrent plus 


les fonctions F'et F,, à savoir 


P(r+y,a)+b(r—7y,a)= P(r,a+y)+b(r,a—7y) 
CA À À Po on LA A Fm © 


— 2%(a). 


C’est un théorème sur l’addition des arguments dans l'intégrale 
de seconde espèce, qui ést représentée par la fonction dy a Éli- 
minons cette quantité, en supposant x = à, et retranchant les deux 


_ égalités membre à membre, nous obtenons ainsi 


P(x Fr a)+b(r —y,a)= P(x,a +y)+d(r,;a =) 
+p(a+y,a)+b(a—7y,a) 
—db(a,;a+y)—d(a,a—7). 
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Ayant donc déjà l'expression de la différence 
P(r+yia)—D(xr— 7, a), 
nous en concluons la relation que nous nous sommes proposé 
d'établir, à savoir 


2P(r+y,a) =. b(x,a+y)+b(xr, a—y) 
+b(a+y,rx)—db(a—7Yy,x) 
+p(a+y,a)+b(a—7y,a) 
ba, a+y)—P(a ay), 


et, sous une forme entièrement explicite, 


2g(a) _ vg(a+y)+#(a) , pay) mega 
p(T+y)—vy(a) g(a+y)—g(a) o(a—y)—#yp(a) 


s'(a+y)—g(x) œg(a—y)—v(x) 


éternel) VUE 
C’est l’expression nouvelle que j'ai annoncée du théorème pour 
l'addition des arguments dans la fonction o(x), qui est l’inverse 
de l'intégrale elliptique la plus générale; j'en ferai, en premier 
heu, l’application aux quantités 


sur cn, Ab 


Remarquons, à cet effet, qu’en admettant la condition 
pi r)= er) 


et prenant & — 0, les deux premiers termes se détruisent, 1l vient 


donc 
ap (0): 0 (y)}=p(r) OpMIEIERER 
p(T+ 7) o(y)—ovo(x) p(Y)+e(x) 
pr) 6 


On a encore la formule suivante 


o(æ)}+ (y) 


HAE ET IL g(r)+e (y) Pre, 


En + D, loc 
PC +7) Bo(x)—g(y) * 8 


mais, sans m y arrêler, je vais supposer successivement 


a 4 sn? sn? 
—"sn7r rar sr À 
? c enr dnx 





2 


DE 
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4 


quantités pour lesquelles on a les relations 


ÉNTETe 


2 
(A) =c+mores, 


dx 


\ 


(ÉV = + eee ee) 


Ceci étant, un calcul facile nous donne 


sn?7 — sn? y 


D Le mon sy cha dne 
sn(T +y) sn?æ — sn? y 
en(æ+y) Snzenædny—snycnydn# 
SDS HP) : sn?z — sn?y 


dn(æ+y) snædnæceny—snydnycnx’ 


et l’on en déduit immédiatement 


snæcnzdny—snycenydnær 


Cn(T + y.) DE snæenydny—snycnædnæ” 
MT) AP CRSANUAsnnaNToNZ 


snæenydny—snycnzx dnæ 
9 . L2 L . 
Qu'on multiplie ensuite les deux termes de chaque fraction par 


snæcnydny+snycnæx dnx, 


on obtiendra les expressions habituelles après avoir supprimé, dans 
les numérateurs et le dénominateur commun, le facteur 


2% — sn? 
sn?x — sn? y. 


En passant maintenant à la fonction p(x) de M. Weiertrass, je 
supposerai la constante a non plus nulle, mais infiniment petite, 
et Je développerai les divers termes qui entrent dans le théorème 
général d’addition, suivant les puissances croissantes de cette 
quantité, en négligeant les infiniment petits du second ordre. A 
cet effet, J'observe qu’on peut écrire 
g (a) 

RÉ) Ta) 
sous la forme suivante 


P(x,a)=—D,log[p(a) — p(x)], 


456 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


et l’on obtient, de même, 


P(a+y,x)=—D;log[ p(x)—p(a+y)], 
P(z,a+y)=—D;log[ p(x) — p(a+ y)], 
P(a,a+y)=—D;log[ p(a)—p(a+y)]. 


Cela étant, nous savons qu’en négligeant le carré et les puis- 
sances supérieures de a, on a 


MINT E 
p(a) = ? 
il vient, par conséquent, 


— a? p(x) 


 b(x,a)=—D, log = = = — D, log[i— a? p(x)]. 


4 


Prenons seulement le premier terme du développement en série 
du logarithme et l’on trouve 


P(æx,a)— = +2ap(r). 


J'emploierai, dans les deux équations suivantes, le développe- 
ment borné à ses deux premiers termes de 


log[p(r)—p(a+y)l; 
Ÿ EURE 
J aural alInsil 


P(a+y,x) =— Dslog[ p(r) — p(y)] — « D, log[ p(æ) —p(y)}, 
P(r,a+y)=—D;,log{p(x) — p(y)] — a Di -log[ p(x) = pr 


J'écris, pour la troisième, 
P(a,a+y)=—D;log Ê — P(a +»)| = —D;logfhi—ap(a+y)], 


et l’on voit qu'en négligeant a? on obtient 


P(a,a+y)=o. 
Nous avons enfin 


p'(a) 1h a AR 
p(a+y)—pla) a 





P(a+y,a)= 


; +—2ap(y). 
Pop Ada < 


Changeons maintenant y en — y, et observant que p(y}) est. 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 457 
une fonction paire de la variable, on trouve immédiatement 
P(a—y,x)=— Drlog[p(r)—p(y)+ a Di, log[ pt) — p(r)}, 


8 
P(æ,a—y)=+D;log[p(x)—p(y)]—aD? log[p(x)—p(r)l, 
P(a, a+y) =. 0: 


b(a—y,a)= = 


La p(y) 


Le théorème d’addition nous donne, au moyen de ces résultats, 
l'égalité suivante 


ap(r+y)=—2aD}; log[ p(x) —p(y)] 


BIS 


PE 
—2a D£,log[ p(r)—p(y)]+4ap(y) + A 
d’où nous tirons 


PACE RE + 

PREY)=S ;D/los[p(r)— pCyM — = DE; log (pe) — p(r)I+ pr), 
puis, en permutant x et y, 

p(r+y)=—- = D} Log[ p(æ) — p(y)] — - = Di, log [ px) — p(y)] + p(æ). 


Ajoutons membre à membre et divisons par 2, on aura la 
relation 


2 


p(r+y)=— > Di lo s[p(r)—p(y)]— = Dilog( px) — p(y)l 
7 Dà lo sLp(æ)—p(y)+ © = pl) + = = PI): 


qu’on peut mettre sous cette forme symbolique 
ï | I pur. 
p(r+y)=— 7 Det D,)?log[p(r) — p(y)] + = p(æ) RE p(y). 
Elle se ramène, comme 1l suit, à l’expression qu'a obtenue 
M. Weierstrass. Nous avons, en différentiant, 


D5 log[ p(æ) —p(y7)1+ Dé log[p(rx)—p(y)] 
RP OMEp(r) = pr) Ep"? LE on NA 
Ph} DUR 


on tire ensuite de l'équation différenuelle 


p''(æ) = 4 px) — ga p(r)— 83 
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Ja relation 
p(r)—p'(Y)=6[pA\r) — pr 


il vient, par conséquent, 


Di los (pr) PONS D le POSER 
p?(æx)+p?Cy) 
= 6 Eu DORA ER RE So 
LEE RÈN ETS (2) PER 

En ajoutant membre à membre avec l’égalité 


2 p'( ; 
2D3,log[p(r)— p(y)] = ET 


nous trouvons 


D2 log[ p(z) — p(y)] + 2 Di, log[p(x) — p(7)] D log[ p(æ)—p(y} 
CPE RGHIE 


TROPI EE TE porEr 


et c'est de là que résulte immédiatement la formule 


AT mens 2 
PEAR ere | ES CU p(z)— p(y), 


qu'il s'agissait d'établir. 
Aux résultats qui précèdent j'ajouterai encore le théorème sur 


l’addition des arguments dans l’intégrale de troisième espèce ue 
O P , 
Jacob1 a définie dans les undamenta, en posant 
) 


2 X Jo 9 
Æ2sna cna dnasn?x 
Ê 1 — 2 sn2asn?x 


On y parvient, comme conséquence de la relation établie plus 


haut, 
o'(a) TA o'(a) 
POLE IRAN Mere SE 
g'(x) si g'(æ) + p(r)—g(a—y) 


=" 2 © ————— = D, log 
PLAT II REPRISE 


2 
v(æ)—g(a+y) 
où je supposerai o(æx) — sn T. 

Nous avons ainsi 


cena dna cnadna DD snx—sn(a— y) 
Sn(Tepy)=sna sn(æ—y)—sna Ve snæ—sn(a+y) 





Fe 
Çe 
© 
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et nous en lirons, en remplaçant + par x + 1K', 


kenadnasn(x +7) $i kcenadnasn(æ— 7) 
1—Æsnasn(r +7) 1—Æsnasn(x —7y) 


1— Æsnrsn(a— y) 


nine 10s 1—Asnrsn(a+y) 


Changeons a en — a, on aura, par suite, 


kcnadnasn(x + y) kcnadnasn(æ —7y) 

1+ksnasn(r+y) 1+ksnasn(z—7y) 

:1+AÆsnxzsn(a+7y) 

= De 10g —————— ; 
1+ksnæsn(a— y) 

J'ajoute membre à membre ces deux égalités, et l’on trouvera, 


après avoir divisé par 2, 


ksnacnadnasn?(æ+y) k?snacnadnasn?(r —y) 





1— A2sn?asn?(r +7) 1— A2 sn?asn?(x — y) 
—_ 2 sn? OR 
Hop. 4? sn?x sn?(a +: 
2 1—k?sn?xzsn?(a+y) 


Cela étant, l’intégration nous donne 
*Æ2snaçna dna sn?(x + y) f 
à mn eo llet2-1lce); 
puis, si l’on observe que 
LE. - [10.0 
TR de = [Ie a)+[T Lg 
MERE Sntasnt(ce y) J5 Fee 
Nous avons donc la relation 
é I 1— Asn?rsn?(a— y). 
| [> a)— | Le—. a)—2] [0 a)= ; log Ten gent (at y) 


en permutant x el y, on en tire 


1— k?sn?y sn?(a —x) 


!  — I 
Ile +y, à) +[ le —y,a)— 211 a)= = log 1— Æsn?ysn(a+x) 


et il suffit d'ajouter membre à membre pour obtenir, après avoir 
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divisé par 2, l'égalité cherchée 


[RTE + Y, 0 RICO E (C2 


11 [= Æsn?xsn?(a—y)[1—Æsnysn(a—x)] 
4 Sf[1— sn? æ sn?(a +y)][i— #? sn?y sn?(a+æ)] 


On remarquera que le second membre se présente sous une 
forme bien différente de l’expression donnée par Legendre, à savoir 


1 1t+— Æsnasnxsnysn(r+y+a) 
OL ———_ ———— " ———  ——  —— ; 
2 1—kÆ?snasnxsnysn(x+y—a) 


et de celles qu'a ensuite obtenues Jacobi, dans le paragraphe 55 
des Fundamenta, 


ES @— pan i(a+y+2a)| Li kent! (z+ y) sn?- =(@+y—0à) 





[ 
— log 
: 1 — ? sn? = (œ— y) sn? (r +7 —2a)] TN 


el 


lo 





[1— A2 sn?(x — a)sn?(y— a)|[1 — Æ2sn?asn(r +y+a)l 
[1— 4? sn?(x + a) sn?( y + a)] Li A2sn?a sn(r+y—a)] 


[l 
— œ 
71520 
4 


Sans m ’arrêter à leur CODES dx reviens à 1k FA 


ga) 


FU) — vta) = Fee a RIT a)—%(a), 


pour en indiquer encore une conséquence. 
Supposons comme tout à l'heure #(x)— snæ et prenons 


LC : 
dr) = Î k? sn?x dx; 
e 0 


on en conclura, après avoir mis x + :K/ au lieu de #, : 


kenadnasnx | “é 

——— —— = F(r—-a+iK)— F,(x +-a+ikK)—d(a): 
1— £snasnx ( Ki) i( : ) TES 
puis, en changeant « en — 4, 


kcnadnasnzx : ERA ne 
— dl — rm ‘e 1. 7; +. 
1+/£snasnx F(x+a+ikK!)—Fi(z a riK)—#(a). 


 Retranchons ces deux égalités mémbre à-membre et posons, : 
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pour un moment, 
F,(z)=F(x +iK)+Fi(x+iK'), 
on aura cette relation 


2k2snacnadnasn?x 


—= _ eu Re Ne 
1— £? sn?a sn?x Fo(x—a)—Fo(x +a)—2%(a), 


où il est aisé de déterminer la fonction F,(x). 
La supposition de x — o nous donne, en effet, 


Fo(—a)—Fo(a)=24%(à); 


on trouve ensuite, en prenant la dérivée par rapport à x et faisant 
encore æz — 0, la condition 


F(—a)=F;(a) 
Nous avons donc 
Fo(—a)=C—Fo(a), 


C désignant une constante et, par conséquent, 


L 


ce qui conduit à l'égalité 


D NU u(e à) 4 (a): 


1— £2sn2asn?x 


on en conclut, en permutant x et a, si l’on observe que L(x) 


change de signe avec x, 


2k?2snxcnxdnzxsn?a 
1— 2 sn?2asn?x = Y(rv+a)+Y(xr—a)—2%(x); 


puis, en ajoutant membre à membre et divisant par 2, 


enadnasnæ +snacnædnx 


_— Er | 22 
1— £2 sn2a sn?x Y(z+a) V(x) (a). 


24Æ2snasnx 


C’est Le théorème pour l’addition des arguments dans la fonc- 
tion de seconde espèce, qu’on peut écrire plus simplement sous 
cette forme, 


ksnasnæsn(r+a)=#%(x+a)—#{(x)—"#{(a). 
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Enfin, je remarque que la réduction à des fonctions d’un seul 
argument de l'intégrale de troisième espèce est immédiatement 
mise en évidence. Qu'on intègre, en eflet, par rapport à æ, depuis 
la limite x — 0, les deux membres de la relation 


2k2snacnadnasn?x 
1— £2 sn2a sn?x 


= V(x+<a)—V%(x—a)—2V%(a), 


on trouvera, en posant 


xx) = [ Y(x) de, 


0 


[leo +a)—;1(x—a)—zxv(ar 





NOTICE SUR M. WEIERSTRASS. 


Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
11241807, p..430-433. 


Le savant illustre, dont l’Académie déplore la perte, partage avec 
Riemann et Cauchy la gloire d’avoir découvert des principes fon- 
damentaux qui ont engagé l’Analyse dans des voies nouvelles et 
sont devenus l’origine des grands progrès de cette science à notre 
époque. Le monde mathématique réunit dans le même sentiment 
d’admiration ces génies créateurs dont la trace restera à jamais 
dans la Science. Leurs noms se trouvent dans tous les écrits. Leurs 
disciples s’inspirent de leurs travaux et ne cessent d’accroître le 
domaine de l'Analyse en poursuivant leur œuvre ; aucun d’eux n’a 
eu une plus grande, une plus féconde influence que Weierstrass. 
Le grand géomètre a exercé une part considérable de cette influence 
par son enseignement où il a prodigué les trésors de son invention 
à une foule d’auditeurs venus de tous les points de l’Europe. Ses 
lecons donnaient les prémisses de ses découvertes; elles avaient 
pour sujet le calcul des variations, la théorie des équations 
différentielles, la théorie des fonctions abéliennes, et 1l y répandait 
libéralement de précieuses indications servant de préparation à 
d’autres travaux que les siens ; elles ont été l'honneur de l'Univer- 
sité de Berlin. Je ne chercherai pas en ce moment à apprécier 
dans toute son étendue l’œuvre mathématique si grande de Weier- 
strass ; Je veux seulement rappeler, parmi tant de sujets qui ont 
. occupé notre Confrère, ceux qui ont eu la plus grande part dans 
ses travaux : la théorie des fonctions et la théorie des transcen- 
dantes elliptiques et abéliennes, où une éclatante découverte a 
marqué son début dans la Science. 

Weierstrass a donné une théorie complète, définitive et 


LL, Lo, DANCE à 
* ET R 
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maintenant classique des fonctions uniformes. Leurs expressions 
analytiques, leurs divers genres de discontinuités, ces notions 
absolument fondamentales inconnues à Abel, à Jacobi, aux grands 
géomètres de la première moitié de ce siècle, sont maintenant 
familières aux commencçants ; ils savent aussi qu’une fonction 
continue peut ne pas avoir de dérivée, leur horizon s’est agrandi 
sans qu'il leur en ait coûté d'efforts. 

Après la théorie des fonctions uniformes, les découvertes de 
Riemann sur les fonctions algébriques ont ouvert un champ d’études 
beaucoup plus ardues, que remplissent, à notre époque, un grand 
nombre de beaux et importants travaux. Dans une lettre adressée 
à M. Schwarz, Weierstrass expose à quel point de vue entièrement 
nouveau 1l s’est placé dans ces profondes et difficiles questions. 
L'analyse qu'il communique à notre éminent Correspondant est 
un chef-d'œuvre d'invention. Elle jette jusque dans son origine 
élémentaire une vive lumière sur la question, en représentant les 
variables, qui satisfont à une équation algébrique par un nombre 
fini d'expressions qui contiennent une indéterminée auxihaire et se 
déduisent toutes d’une seule d’entre elles. Elle conduit à la notion 
du genre par un chemin bien différent de celui du premier inven- 
teur, en employant seulement les considérations algébriques, en 
excluant absolument les considérations du Calcul intégral; elle 
donne un exemple de plus de cette évolution des théories mathé- 
matiques qui se perfectionnent en multipliant les voies d'accès 
aux vérités nouvelles, et, par là, rendent de plus en plus abor- 
dables les résultats cachés qu'on ne pouvait atteindre qu’au prix de 
grands efforts. 

Cette circonstance se remarque aussi dans la théorie des inté- 
grales eulériennes dont Weierstrass a, le premier, fait connaître la 
véritable nature, qui était restée inconnue après les grands travaux 
de Legendre, en démontrant que l’intégrale de seconde espèce est 
l'inverse d’une fonction holomorphe. De nombreuses méthodes 
permettent maintenant d'établir cette importante proposition dont 
la découverte a été comme le prélude des recherches de notre 
Confrère sur la théorie générale des fonctions uniformes. | 

Mais aucune théorie n’a présenté üne succession de points de vue 
différents et de méthodes variées, qui donne l’idée de la richesse 
en Analyse, comme la théorie des fonctions elliptiques. 
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En premier lieu, les méthodes d’Abel et de Jacobi, puis, sous 
des formes variées, les procédés où les fonctions @ servent de 
point de départ, enfin, la théorie des fonctions doublement 
périodiques. Ce n’est pas encore à un pareil degré de développe- 
ment que l'Analyse est parvenue dans cet ordre de questions aussi 
difficiles qu'importantes, qui se lient étroitement aux fonctions 
elliptiques, et que Jacobi a ouvert en posant le problème de l’inver- 
sion des intégrales hyperelliptiques. Güpel et Rosenhain ont donné 
de ce problème une solution admirée des analystes dans le cas le 
plus simple des intégrales de première classe. Elle est fondée sur 
la considération de fonctions de deux variables analogues aux fonc- 
tions @ ; mais on rencontre dans cette voie, à partir des intégrales 
de seconde classe, des difficultés insurmontables, qui montrent 
que la même méthode ne leur est pas applicable. La découverte de 
la solution générale appartient en entier à Weïerstrass ; elle est 
l’une des plus importantes et des plus belles qui aient été faites 
en Analyse ; je m’y arrêterai un moment. 

Les transcendantes dont il s'agissait d'obtenir l'expression pour 
résoudre le problème de Jacobi sont des fonctions de plusieurs 
variables. La nature propre de ce genre de quantités est extrême- 
ment cachée ; à tous les points de vue, elles diffèrent essentielle- 
ment des fonctions d’une seule variable ; les analogies qui les rap- 
prochent parfois échappent le plus souvent ; elles offrent, dans nos 
connaissances analytiques, une lacune qui ne sera peut-être jamais 
comblée, C’est alors cependant que, en procédant comme pour les 
foncuons elliptiques, Weierstrass établit que les quantités cher- 
chées sont à sens unique, qu’elles appartiennent à la catégorie des 
fonctions auxquelles on donne maintenant la dénomination 
d’uniformes. Au point de vue de la doctrine, ce résultat est extré- 
mement remarquable ; il anticipait sur notre époque, il dégageait 
en Analyse une de ces idées fondamentales préparées par une lente 
élaboration, qui contiennent en germe les progrès de la Science. 
Une méthode profonde, des calculs rappelant la perfection et 
l'élégance de Gauss et de Jacobi conduisent ensuite au quotient de 
deux fonctions holomorphes, généralisation de la transcendante 6. 
Les beaux résultats de Güpel et Rosenhain sont retrouvés et dé- 
passés, sous un point de vue nouveau, avec une plusgrande puis- 
sance d'invention avec la découverte de l’expression logarithmique 

H — IV. 30 
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des intégrales de troisième espèce. « Je ne crois pas, dit justement 
Weierstrass, qu'on puisse traiter, par les méthodes de ces deux 
géomètres, des fonctions abéliennes d'un ordre supérieur au 
, premier. » Nous avons vu de nos Jours une voie toute différente 
ouverte par Riemann, fondée sur les principes propres au grand 
géomètre pour résoudre le problème de l’inversion des intégrales 
de fonctions algébriques quelconques, pour obtenir aussi l’expres- 
sion générale des fonctions d’un nombre quelconque de variables, 
à un nombre double de périodes simultanées, et Weierstrass 
poursuivre par d’admirables travaux la marche en avant dans ces 
questions les plus élevées et les plus difficiles de l'Analyse. 

La vie de notre illustre Confrère a été en entier consacrée à la 
Science quil a servie avec un absolu dévouement. Elle a été 
longue et comblée d’honneurs ; mais devant une tombe qui vient 
de se fermer, nous ne rappelons que son génie et cette universelle 
sympathie qui s'accorde à la noblesse du caractère. Weierstrass a 
été droit et bon; qu'il reçoive le suprême hommage plein de 
regrets et de respect que nous adressons à sa mémoire ! Elle vivra 
aussi longtemps que des esprits avides de vérités consacreront 
leurs efforts aux recherches de l'Analyse, au progrès de la science 


du Calcul. 





NOTICE SUR M. F. BRIOSCHE 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. 125, 1897, p. 1139-1141. 


La carrière de notre illustre Correspondant, dont la perte cause 
des regrets si profonds, si unanimes, a été l’une des plus remplies 
et des plus honorées dans la Science de notre époque. Pendant 
plus de quarante années, ses travaux se sont succédé sans interrup- 


tion, embrassant les diverses branches de l'Analyse, la Géométrie 


supérieure, l’Algèbre, la théorie des équations différentielles, des 


fonctions elliptiques etabéliennes, la Mécanique, la Physique mathé- 


matique, et laissant partout la trace ineffaçable de son beau talent. 
À son début, lorsque les études mathématiques, peu cultivées en 
Italie, n'avaient d’organe que le journalde l’abbé Tortolini à Rome, 
Brioschi publie dans ce recueil des Mémoires qui révèlent un géo- 
mètre de premier ordre. [ls ont pour objet le problème des trois 
corps, la varialion des constantes arbitraires dans les problèmes 
de Mécanique, un important travail de Dirichlet sur l'Hydrodyna- 
mique, la question des intégrales communes à plusieurs problèmes 
de Mécanique, sur laquelle notre Confrère, M. Bertrand, avait 
appelé l'attention dans un de ses plus beaux Mémoires. Ces pre- 
mières publications lui ont obtenu le privilège, le rare honneur de 
donner une puissante impulsion à la Sciences mathématique de 
son pays. Sous son influence, l’Analyse prend sa part dans le mou: 
vement des esprits, un nouveau recueil remplace le journal de 
Rome : les Annali di Matematica secondent avec-‘le plus grand 
succès celle activité el, sous la direction de notre Confrère, se 
placent au niveau des plus importantes publications périodiques 
de la France, de l’Allemagne et de l’Angleterre. | 

La vie scientifique de Brioschi devient dès lors un exemple pour 
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ses disciples, et l’estime universelle qui s'attache à son nom est 
un encouragement pour ceux qui suivent ses traces; il mérite que 
lTtalie lui attribue avec reconnaissance l'illustration qu ’elle doit 
maintenant à ses géomètres. 

Je rappelle succinctement, parmi tant de travaux qui hono- 
reront sa mémoire : en Géométrie supérieure, ceux qui con- 
cernent la théorie des lignes de courbures, les propriétés des sur- 
faces dont les lignes de courbures sont planes ou sphériques, 
l'intégration de léquation des lignes géodésiques, les tangentes 
doubles des lignes du quatrième ordre qui ont un point double; puis, 
dans le Calcul intégral, un travail sur les équations aux dérivées 
partielles du second ordre, un autre sur la distinction des maxima 
et des minima dans le calcul des variations, un Mémoire sur une 
propriété des équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
qui a été traduit par Boole et inséré dans le Traité des équations 
différentielles du célèbre géomètre anglais. L’Algèbre a aussi une 
part considérable dans l’activité scientifique de notre Confrère; je 
citerai les travaux sur les déterminants gauches, l'élimination, la 
généralisation des propriétés de ces déterminants particuliers sur 
lesquels se fonde la transformation des fonctions abéliennes de 
premier ordre, l’interpolation, les fonctions de Sturm. 

Brioschi a été le collaborateur de Sylvester et de Cayley dans la 
longue élaboration de la théorie des formes à deux ou un nombre 
quelconque d’indéterminées qui a été l’une des œuvres mathéma- 
tiques principales de notre temps. Îl serait trop long d’énumérer 
tous ses écrits sur celte partie importante de l'Analyse, où l’on est 
frappé par une puissance singulière de calcul et qui se distinguent 
également par la clarté et l’élégance des méthodes. Mais je ne puis 
omettre de rappeler cette partie si importante des recherches de 
notre Confrère, où l’Algèbre se joint à la Théorie des fonctions 
elliptiques et abéliennes, et qui conduisent à la résolution des 
équations du cinquième et du sixième degré. Son talent s’y montre 
avec éclat, 1l jette une complète lumière sur les propriétés cachées 
de l’équation de Jacobi qui détermine le multiplicateur au moyen 
du module dans la transformation du cinquième ordre; il donne 
le secret de la résolution de l’équation du cinquième degré qu’en 
a tirée Kronecker, et que l’illustre géomètre avait communiquée 
à notre Académie, sans démontrer son beau résultat. 
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Pour l’équation du sixième degré, la voie suivie est tout autre. 
_ On sort du domaine des fonctions elliptiques et il est fait appel 
aux transcendantes plus élevées qui naissent de l’inversion des inté- 
_grales hyperelliptiques de première classe. On emploie les fonc- 
tions de deux variables analogues à la transcendante @ de Jacobi, 
et parmi elles les dix expressions qui, étant des fonctions paires, 
ne s’évanouissent pas pour des valeurs nulles des arguments. Ce 
sont les quantités au moyen desquelles sont représentées les racines 
et qui donnent la résolution de l’équation du sixième degré, grande 
et belle découverte qui a été le couronnement de la carrière 
mathématique de Brioschi. 

Le premier géomètre de l'Italie a été Sous-Secrétaire d’État et 
Sénateur du royaume. Il a pris, au Sénat, une grande part dans le 
travail des Commissions du budget; il a été l’organisateur des 
chemins de fer de la péninsule; il a été délégué, par le Gouver- 
nement italien, à la Commission internationale du Mètre, à Paris. 

Notre illustre Confrère appartenait à la plupart des Académies et 
Sociétés savantes de l’Europe et de l'Amérique, il était Président 
de l’Académie royale des Lincei; les plus hautes distinctions, 
les honneurs dont il a été comblé, les grandes situations qu'il a 
occupées l’ont toujours laissé simple et modeste. 

J'ai été associé aux travaux de Brioschi; nous avons souvent mis 
en commun nos efforts; jai suivi sa carrière qui a été si belle, 
remplie par l'étude et de grands services rendus à son pays. Nul 
ne ressent plus que moi la perte du grand géomètre et de l’homme 
d'honneur, le souvenir de son amitié, d’une étroite liaison remon- 
tant à notre Jeunesse me restera à jamais comme l'un des meilleurs 


et des plus chers de loute ma vie. 








SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE 


DE LA 
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Bulletin de la Société physico-mathématique de Kasan, 
af sériesct. VIS 1897, pra 


La transformation du second ordre est d’une grande importance 
dans la théorie des fonctions elliptiques, elle a été le fondement 
du théorème célèbre de Landen qui exprime un arc d’hyperbole 
par deux arcs d’ellipse. Elle a été aussi l’origine de la méthode 
d’approximation de l'intégrale définie représentée par la quantité K, 
que les travaux de Gauss et de Borchardt ont rendue célèbre sous 
le nom de moyenne arithmético-géométrique, Dirichlet a montré 
encore dans ses Leçons qu'elle ouvre une voie ayant sa place 
marquée à côté des autres méthodes, pour parvenir aux nouvelles 
transcendantes de l’analyse qui donnent linversion de l'intégrale 
de première espèce. À ces beaux résultats s’ajoute, sous un point 
de vue beaucoup plus particulier, une détermination directe du 
coefficient d’une puissance quelconque de la variable dans le dé- 
veloppement de enx, que j'ai sommairement indiquée dans les 
Comptes rendus et qui a été exposée en détail par Briot et Bou- 
quet dans leur Traité des fonctions elliptiques. C’est une nouvelle 
application de la transformation du second ordre qui sera l’objet 
de cette Note, je me propose d’en tirer ces développements : 

x K’ 16 I 13 Ste 


se log AA 
DK, 9 x2 2 26 26,3 à 
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realite 


uis en faisant / — =" 
li : 1+ VÆ F 


donnés dans l’Ouvrage célèbre de M. Schwarz : Formules et pro- 
positions pour l’emploi des fonctions elliptiques, d’après les 
Leçons et les Notes manuscrites de M. Weierstrass, traduit 
par M. Padé, et que je ferai suivre de quelques remarques. 

En considérant d’abord la première série, je me fonderai sur 


pe k Te 
cette proposition que, si l’on remplace le module X par £: — Pere 
K' 2 K' 
le rapport + devient <>. Il en résulte qu'en l’écrivant sous cette 
forme 
r K’ 6 
— — = 108 _F,(Æ)—42n#2S(k), 


où S(k) désigne une série entière et F,(Æ) un polynome de degré 
an en Æ, on aura | 


2TK' 
K 





— — Lg — F,(k2) — kH2S (ka). 


Cela étant, Je divise par 2 #1 ’ajoute et Je retranche log ae SRTTE le 


h ko 


second membre, je remplace ensuite Tone ÉE Ress ar log +7? 
3] F % D /e2 © Ko par 105 72 ? 

cette égalité devient ainsi 
rx K' 16 4 Ko 


= 10875 — > Fa(4) — log - 72 





_ = kintS(k,). 
7) 


Je la comparerai maintenant avec la relation dont elle a été 


déduite, et dans ce but, je remplacerai #, par son expression en #. 


Il est nécessaire pour cela d’avoir les développements en série des 


. h Ko . . ; 
puissances de X, et de log qu'on obtient facilement. Il suffit 





de remarquer d’abord que, si l’on pose p — Lo on à 
Ko — P sa Vp'=1 
PVPEES 
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472 
et par suile d'employer la formule suivante, donnée par Lagrange 


dans ses Leçons sur le calcul des fonctions, 


I m(m+3)  :1 
1,2 (9 DAS 





re I 
Dal 2) — EPA RAS 
CP VP 1) : (220% se PCapyns 


; ñ 
m(im+4)(m+5) I Fed 


H.2-0 CHDOItECS 


On en conclut, en changeant m en 2m, 
2n +2 2m(2m ere. 3) ( I Arte 
2 IEP RER 
L. 


a ] 2m lt 
APR UE R +am(ok + 
| 2 2 1,9 


2m(2m + 2m +5 I 2m +6 
1239 2 


Soit ensuite £?= x, ce qui donne 





et posons, pour un moment, 


rm ( 


Il vient, en prenant la dérivée 


= <a)? | 
Der 
(ALES DD AT ES CUS 


puis en observant que y est nul pour x = 0, 
QUE (ont DE 


KDE 
n à HSE n 


et, par conséquent, 
3...0n—1 À? 


4 Ks TO 
low cn Re A PE TUE LE 
28 Re 2 APE n 


3 
mn LiGEiEs z A+. 








La première conséquence. à tirer de cette substitution de la 


valeur de #, en fonction de # concerne le terme -k?"*?S(%,), qui 
rs 
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devient le produit de Æ‘*+i par une série entière en Æ. Cela étant, 


convenons d'arrêter à la puissance k'*+? les développements 


de F;(#k2) et log 1e. En posant, comme le fait Kronecker, 


P(A)=F,(k2) 
4 £a (mod £tn+#), 


k£2 


Q(Kk) = log 


on obtiendra d’une part un polynome de degré 4 n + 2 représenté 
par 
= (4) + Q(E) 


et de l’autre une série que nous réunirons à la précédente puis- 
qu'elle contient en facteur Æ‘2+4, Nous pouvons donc écrire 


rK' 16 I 


K A 5 je 5 PCA) — OCR) — AEESL CE), 


et l’on voit que cette relation reproduit, en y changeant n en 2n +1, 
celle qui a été notre point de départ, puisque S,(Æ) y désigne une 
série entière. Elle met en évidence le résultat auquel je voulais 
parvenir, à savoir 


EN WT RE = P(k) +Q(E). 


C’est une loi de récurrence qui permet, en partant du cas le plus 
simple ou # — 1, d'obtenir de proche en proche pour toute valeur 


de n le polynome F,(k), et par conséquent la série qui entre dans 

, . rx K' 19 1 4 

l'expression de ——; et l’on remarquera que c’est aux termes près 
, K 

en k‘, 48, Æt6, .. qu'on la conclut de ces approximations succes- 

sives. Ayant ainsi 


| 
F,(k«) = -#? 
1 ( ) > Ù 
on trouvera, en remplaçant # par #», 
PH) = A+ 4H: 
X) — pa Û 25 TC 


nous prendrons ensuite 


456 





I sine 
QUrrE ARR MES TE 
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et la relation 
FRE = Fi(43 )+ Q(Æ) 


donnera sur-le-champ 





3 
F;(4) = =R+ = k+ 


Voici maintenant le calcul de la troisième approximation, on a 
d’abord, suivant le module Æt6, 


3 143 
ke AE AS ZM SMILE EE ir H kr, 
2 
L Il 15 
1— __ 8 AIR 5 SR il 12 1 4 
hiæ AE k 5 RE 
3 
kRÈ= — KR jte 
2 313 


et de là nous conclurons 





I / Es = nd An = à 
PAS Lite Le item rt 17570 aa DL LA 
25 2? 21* 213 218,3 218 


En employant ensuite le polynome 


pm 














OA) RAR PRE A Os A 77 12 A ag k1%, 
35 24 24.3 29 2 14 
on obtient, au moyen de l’égalité 
RELAIS = (4) + Q(K), 

l'expression suivante : 

SP A EE RE 231 2 "AR OLIS 5057 

BCE LR te A6 DRE 48e DR 0 

TE + 146749 
É 200 


Une conséquence de la méthode précédente est de mettre immé- 
diatement en évidence le résultat énoncé dans l’Ouvrage de 
M. Schwarz, que, si l’on pose 


r K' 
ç2n, 
re = og 5 — > Au k 0 


les coefficients A, sont des nombres rationnels positifs. Je m'y 
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arrête un moment pour en déduire une limite su périeure du reste 
Rp = Anti ARE Apo RTL... 


sous la forme donnée au paragraphe 40 de cet Ouvrage. On y par- 
vient facilement en observant d’abord que Le module étant inférieur 
à l'unité, on a 

Ry < AH A+ Apio+...). 


Cela étant, posons dans l'égalité ci-dessus # —1; on trouve 
ainsi 
ZAh= log16, 
d’où l’on tire 
Anri+ A n+9 +. . — 10g16 — A, — Ao—, . .— À} 


et, par conséquent, 


PE IOR 16 - À, A3 ANT. 


J'arrive maintenant à l'expression de g qui est d’une grande 
importance pour les applications de la théorie des fonctions ellip- 
tiques à plusieurs questions de Mécanique céleste. Elle pourrait se 

TK 
conclure de la série que nous venons d'obtenir; laformuleg=e * 
donne en effet 


k2 
q ete +ÈA, kr 
Fa 
 0E Ankan 


16 
de sorte qu'on est ramené au développement de l’'exponentelle 


suivant les puissances Henr te procédé fait reconnaître qu’en 


posant 
g = 2 k?n 


les coefficients a, sont encore des nombres rationnels positifs et 
l’on voit aussi que de la condition Ya, — 1, qui se trouve en po- 
sant À — 1, on conclut pour le reste 


ln == Œn+1 k2n+2 LE Œn+o2 k2n+s D AE 
la limitation 
Da LKRHI(T— Qi — A9 —...— an). 


Nous allons obtenir la même conclusion relativement aux coef- 
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ficients, et un mode de calcul facile pour le polynome 
F,(X) —= a À? + ao k* +. Art; k2n 


en recourant de nouveau à la transformation du second ordre et 
changeant k en £, dans l’égalité 


ie F,(X) 2 k2n+2S(k), 


4 


où S(Æ) représente toujours une série entière. Ayant ainsi 
g= Fa(ls) + A2 (E), 


Je remplace k, par son développement suivant les puissances de 4, 
puis je détermine un polynome D(x) de degré 4 n + 2 par la con- 
dition 

P(4) = Fy(k)  (modéktr+t), 


ce qui permet d'écrire 


q? = P() + Kin+t S1(Æ) 

et plus simplement 

g?= Œ(X) (mod Ætn+4), 

Ce polynome contient le facteur k*, il est de la forme 
DA) = ka a k2+ + don ktn=2)s 
en extrayant la racine carrée on en déduira un autre I(Æ) de 
degré 4 n tel qu'on ait 
p(Æ)=IP(/) {mod Ætr+2) 

et par conséquent 

g=u(4)  (modkirr?). 
De là on conclut aisément 


=HN(X)  (modktr+?); 


c'est donc dire que H(Æ) représente le polynome F,,(Æ), dont on 
a ainsi la détermination par un procédé algébrique au moyen 
de F,(#). On remarquera que la loi de récurrence diffère de celle 
qui a été précédemment trouvée, où l’on passe de F, (4) à F°»,, (4). 


Nous allons en faire l’application en partant de F,(4) — " k? 


I I : rà É 
et P(A) — A + AS dont il faut prendre la racine carrée, ce 
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qui donne immédiatement 
I LÉ 
On trouve ensuite 


1e I 29 13 
Ne Cd RE ns Je 10 
P(Æ) ms * — A — 15 À — ie 


et, en extrayant de nouveau la racine carrée, 


IAE + A+ AT LUNA A. 

Ce sont les recherches de M. Tisserand sur la libration des 
petites planètes, où les fonctions elliptiques sont appliquées avec 
succès à une question importante et difficile, qui ont été l’occasion 
du travail que j’expose dans cette Note. On les trouvera dans le 
quatrième volume du beau Traité de Mécanique céleste qui a mis 
son auteur au premier rang des astronomes de notre époque (!). 
J’en avais donné communication à mon éminent Confrère et ami 
qui a poursuivi les calculs beaucoup plus loin que je ne l'avais fait, 
en y joignant des remarques intéressantes, comme on le verra dans 
cette lettre qu’il a bien voulu m'adresser. 


Paris, 19 décembre 1895. 
Un ECIT développant les calculs d’après votre méthode et posant 
q = a k? + Go kK* +. Sa djak2t, 1e 


J'ai trouvé, sans trop de peine, 


D FU J 
D} RC EE I 
210G3 — 21 
ME 31 
Vas. 6257 
204 — 10 293 
22547 — 279 025 
22043 — 483 127 
2364 — 435 506 703 
2%7@10— 776 957 575 


242 411 — 22 417 045 555 


Fo 


243 QG9 — 40 784 671 953 


(1) Voir Chapitre XXV, p. 437. 
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On remarque, dans la suite des exposants de 2, qu'il y a, de 
deux en deux places, deux exposants consécutifs qui diffèrent 
seulement de 1. La chose est très facile à démontrer en suivant de 
près l’application de votre méthode. Tous mes nombres sont exacts : 
je les ai vérifiés par l’application de votre formule 


dre (— [)#=1 An—1 qi. 


On a les rapports approchés suivants : 


4: ,=:0,798 


A0 : A9 —= 0,892 
Œi1° jo —= 0,902 


di2° A1 — 0,912 


de sorte que la série converge très lentement lorsque Æ# est voisin 
de l’unité; mais on a alors d’autres moyens plus faciles de se tirer 
d'affaire avec la relation 


log g log g'= — r?, Fe 


La formule employée par M. Tisserand est la conséquence de ce 


L 4 ® 9 \ A Ë 1K 
théorème de Jacobi, qu’en changeant £ en 7 95e change en — g 


(Fundamenta, $ 3T). 
On üre en effet l’égalité 





RNA MNS k \S k 
d\ = = CON Mont ae CCR Der —...=d4kt+ aski+ a;k6 +... 
\Æ Ja k 
ét, EN POSAnL A7, 
h x? xè 
a; — À — © + A3 —> —,,,= AT + AL + sl +... 
I— x (1—x} (1— x} 


Il suffit donc, comme on le fait dans la démonstration d’une 


D la 





formule célèbre d’'Euler, de remplacer les puissances de 


leurs développements en série. 
À l’égard des coefficients A,, on parvient à un résultat analogue 
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1Æ 
en changeant Æ en —; dans l’ équation 


k' 
TK DS 
DS = = log À — Ank?n, 


ce qui donne 


ROREEURK) 0 164" ck'\ on 
D () 


et, en égalant les parties réelles, 


FE K 164"? tk" \ 27 
ne lé Das (Te) 
r K' 16 ck'\2n 
sl g K'2 a 
De 150 24 (T7 | 
De là résulte, si l’on fait encore 4? — x, 


x" 
d Aurt=—log(1— z)—Ù PIRE TS 


et l’on conclut, au moyen du développement de log(i — x), 
égalités 


ou bien 


Aus er Mn 


FD = — — A, + A», 
32 


A 





| 
Ap= > (—1)rArtAL. 
7 


Les relations suivantes qui s’en déduisent 


RTS — À, — À;, 

1 

I 

— = ÂA3— 2A, + À;, 

60 

RAS A. SAN 
200 


ne suffisent pas pour la détermination des coefficients, mais on en 
tire une vérification facile des valeurs précédemment obtenues. 
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Je reviens maintenant à l’expression de g en fonction du mo- 
; ? : : ‘ NAGER 
dule, afin d'établir qu’en introduisant la variable & = — le nouveau 


développement en série auquel on parvient a tous ses coefficients 
entiers. Cette remarque rapproche des fonctions algébriques, 
d’après le théorème célèbre d’Eisenstein, la transcendante si com- 


plexe dont nous faisons l'étude, et j'observerai qu’elle s’applique 
aussi à la quantité 


nie (hjee()ee (Rért tene.. 
At 2 2. 


2.428 00 


Elle devient, en ellet, 


2 K 1.3...27n — 1\?2 | 
— 1H DE + G2È2+. + pie) ghnEn LE, 
e 13 24 Ra DEA 
le coefficient de £”* étant le carré du coefficient moyen dans la 

puissance 2 n du binome, c'est ce qu’on reconnaît en écrivant 


ES ANS Cioet UE 2, 210--AONt 12200 
DA à 22 — | 


QYLE SEL (2.4..2n) 7 (CANNES 
Pour la démonstration, je partirai de l'expression du module en 
fonction de 4, qui est donnée dans les Fundamenta, 


= fees fe 
— 4Vgq (+g )(+g)(i+ gi)... 


En élevant les deux membres au carré, on en ture 


D 


| 
: Ah 2,72) 427) TIR GER 


et si l’on développe suivant les puissances de g, dans le second 
membre, ; 


q =E(I+ ag +agqg+...), 
les coefficients 44, %, ... étant évidemment entiers. Cela étant, 
soit | 

q =ËG+AE+cË+...), 


puis, pour une puissance quelconque m +1, 


qm+i1 2e: Eni+1 (x air ce Ë + ( e2 ST ne 


ne sites 
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on trouve, en substituant dans l’égalité précédemment posée, 


BAR CRE + Co 62...) — E + Ë2(1 GE cor, ..) 
+ doË8(1+ cie + cle +...) 
+ A3Et(1H cie + c2E2 +...) 


De là résulte, pour la détermination de c,,c2,c3, ..., les équa- 
uons 
Ci di; 
C2 —= A1 C1 + 2, 
C3 = LC + WC) + 43, 


et, en général, 
Ci = Ci + LCL + UC 9 +. + QCh + ay. 


Cela étant, il suffit d'observer que les quantités c,, s'expriment 
en fonctions entières et à coefficients entiers de €i,°Co, :.+, Cm, 
pour en conclure que le calcul donnera de proche en proche pour 
les inconnues des valeurs entières. On a, par exemple, 


Ci — %1; 


C2 — 4? + do, 


C3= 4% + Si do + Xs; 


mais si l’on veut obtenir une expression de c,, il faut suivre une 
autre voie que j'indiquerai succinctement. 
Soit, pour cela, 


ICT) =rF ar Par? +e. « 
La solution de l'équation 
des ER) 


est donnée par la série de Lagrange sous la forme 


D2-1 (XX 

ANDRE (DR EN 
2.70 

en convenant de faire, après les dérivations, x — 0. Désignant par N 

‘ le coefficient de x”"=t dans le développement de f(x) süivant les 


5) 


H. — IV. 31 
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puissances croissantes de æ, on aura dans cette hypothèse 


DÉFIS hs TEN 


el, par conséquent, pour l'expression cherchée 


Mais ce résultat ne peut servir à l’objet que nous avions en vue 
à cause du dénominateur n, et c’est ce qui a rendu nécessaire de 
recourir, comme nous l’avons fait, à la méthode élémentaire des 
coefficients indéterminés. Nous pouvons d’ailleurs énoncer la con- 
clusion à en déduire sous cette forme un peu plus générale : en 
supposant que de la relation 
æ = E(Ao+ AT + A2T +...) 


on Lire 
dm = E(Co+ Gé + CEt+...), 


è 


les coefficients C,, G,,... s'expriment en fonctions entières, à 
coefficients entiers de 45, %, 4», :... On a ainsi 


Co = 0; 
Ci — 40 A1; 
Co Lo A? + a? >, 


C3 = 404 + 34 Ai As + aÿ 43, 


J'ajouterai sur les coefficients c, une remarque que suggère la 


formule 





Aj= y Ver 
ue 2Vq +2Vg? +2Vq5+... 
LH2 9 UNE 


en montrant qu'elle donne un moyen facile d’en obtenir la valeur 
prise suivant le module 2. Remarquons à cet effet que l’on a la 


relation 

(a+b+c+...)}=a+bt+c+... (mod 2), 
d’où 
et, en général, 


(a+b+c+...)"=anm<bme<onm+<,.,,, 


lorsq ue m est une puissance de 2. 


; 
si 
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En élevant à la quatrième puissance, nous obtenons donc 
l'expression suivante 


é=q+qg+qg+ gr... (mod 2). 
Cela étant, je dis qu’on en tire 
q=È HE EN ENS E Eè9 LE E55 L'EST LEE (mod 2). 


Ce résultat se vérifie en formant les puissances g°, qg°° et g'° 
qu on obtient facilement si l’on représente les exposants par une 
somme de puissances de 2. Ayant ainst 9—=8<+1,25—10+8+1, 
49 = 32 +16 +1, il suffit d’em ployer les expressions suivantes : 
qg= E8+ 65, gt Ët6, g%2— 32, où l’on néglige successivement 


rl 6 . 
É8.17, 10.9, £32.9 pour trouver sans peine, 


q° = $9 + ÉIT LE E25 LE Ê4T LE É55 D 257 + EG ÈTI+E ,.., 
qi 251 33 ENl D EST LR ETS +, 


tu 


qg=é ë 


DHOÈST LEGS LE, 
Substituons maintenant dans l'égalité 
È = (lan 1” Alès ve qe 9", 


on voit immédiatement qu'elle est satisfaite si l’on supprime les 
puissances de € dont exposant est supérieur à 51. 

En revenant de la série g — Xa,k?", j'ajouterai une remarque 
que suggèrent les valeurs des 12 premiers coefficients dont le 
calcul a été fait par M. Tisserand. Ils satisfont, si l’on excepte à, 
et &>, à la condition 


An=n (mod 3 ): 
on aurait donc, si cette relation était vraie en général, 


g=—k+ki+EonA?r 
2 #2 (mod 3). 


= — A2 Ki ——— 
sé NTM EST 


Un dernier point me reste à traiter qui concerne la formule de 
M. Weierstrass où figure, au lieu du module #, la quantité 


a RU 
1 VE 


Je dois encore y ajouter la relation suivante donnée par Min 
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delüf, dans laquelle j'ai posé 





À 1 —%" 
= ETS 
à savoir, 
q = Lt UÉTRUE Lg Bars 1 AN 
2? 24 29 211 


et qui a été employée par le savant géomètre dans son beau et 
important travail sur la trajectoire d’un corps assujetti à se mou- 
voir sur la surface de la Terre, sous l'influence de la rotation 
terrestre (!). Ces résultats sont d’un grand intérêt, on peut les 
démontrer en les rattachant à une seule et même formule, comme 
je vais le faire voir. 


N : : r K É CALE Le 
Revenons à cet effet à l’expression de UE été établie en 
premier lieu, 


r K' 16 


ne > 


I 13 23 
O6 en te MARÉES ES TRE 
VE 2 26 26,3 





J'y remplace Æ par le module relatif à la transformation d’ordre r 
qui sera désigné par À, et dont la propriété caractéristique consiste 


! | 4 








K ; / 
en ce que devient, par changement, ——: 
Il vient ainsi 
nr K' 16 I La: 23 
= dogs — A A AG. 


ou bien 
r K' 16 \# SA 13 JU 
Te = log (à) — (eue ae), 


el l'expression de g, au moyen du module À, s’en déduit sous la 


forme suivante : 
1 


NOT AL 13 DRE \ 
À2 Lee LOR+ RRt+ AA 
et 2 26 





3.26 


Cela étant, 1l suffit d'effectuer le développement en série de 
l’exponentielle pour en conclure le résultat que je me suis proposé 
d'obtenir. En poussant le calcul jusqu’à la huitième puissance de À, 


(2) Acta Societatis scientiärum Fennicæ, t. XVI, p. 4or. 


“4 
F 
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on trouve 
1 


a=(s) |[1+ I LPS VERTE lee me mel Te 





— 12 è k Î + T À 
2n 26,.n? 27,3.n 


Fi 8103 n3 + PARC HE AREAS 1 #56 
D1S297Lt 


Soil en premier lieu nr = 2, on introduit le module relatif à la 
transformation du second ordre 
1— 


7 
+ 


À — 





ce qui donne la formule de M. Lindelüf, 





À 7 TS AUS 123 \ 
g=5 (is nee due dos PAM... . 
22 i 2% 216 


Supposons ensuite »A —4; nous devrons prendre pour À le 
module qui provient de la transformation du second ordre appli- 
quée deux fois de suite; on a, par suite, 


En posant, comme fait M. Weierstrass,, 


VE 





— =, 
1+ VX 
nous parvenons donc à la série 
DO re 179 us 707 pie 
DE 2 25 33 211 216 Pa ) 


où les exposants des puissances de / sont = 1 (mod 4). Je remar- 
querai enfin que l'expression de 4 en fonction de À peut être 
obtenue d’une manière directe, en recourant encore à la transfor- 
mation du second ordre; je vais l'indiquer en peu de mots. Soit 
F() le polynome de degré 2m — 2, tel qu’on ait 


: 1 
q = (5) ro ra dr) 


En désignant par À, ce que devient À lorsqu'on change q en q?, 
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nous en déduirons cette nouvelle relation 


où l’on a 





Cela étant, j'emploie d’une part les développements en À des 
puissances entières de À2, puis de la puissance fractionnaire qui 
est donnée par la formule suivante : 


1 2 
X2\7 217 AU Lan LÉO 
ee Wet —+ AT ae) Mn LEA 4) 6 
16 16 2.22 ,n? 20 DETTE 
, Gr+4)(6n+4)(2n +4) 
| 2.3.4.26.n* Mes À 


et Je pose afin d’abréger 


3n+4., (in+<4)(5in +4) 
——_—_—_—© hi — — ——— 


I 

_— 6 
ne nl, 

2 PAND XEa 0 4 2.9.2".N 


Au moyen de ces expressions je détermine un polynome D(À) 
par la condition 


P(ÀA) = (A)F(X2) (mod À*”) 


et jen conclus l'égalité 
À? n ‘Rae 
q? = (%) P(À) mod À da À 


Soit encore I1(À) un autre polynome qu’on obtient par l’extrac- 
Lion de la racine carrée de D(À), nous aurons 


P(À)=H2(À) (mod À”), 


d’où résulte immédiatement la relation 


1 ” 
q = (S) ua (mod À+2), 


C'est, en y changeant »m en 2m, la condition qui définit F(À); 
nous avons donc obtenu un algorithme permettant de calculer de 
proche en proche tous les termes jusqu’à un degré aussi élevé qu’on 
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veut, dans l'expression en série de g en partant du cas le plus 
simple où l’on suppose m —1. : 

) Fa I = € , 
Onva' alors, F(A)=—1, DiÀ) — 1 + = ?, et, par conséquent, 


I : É 
(À) = 1 + 573 NOUS relrouvons comme il le fallait les deux pre- 


miers termes de l'expression précédemment obtenue 


1 
A2 \7 PER 
= (5) (+) 


Il est clair que les opérations sont entièrement analogues à celles 
N , , Si 
que nous avons précédemment données pour le cas de À— # (1). 
| 4 


(1) Qu'il me soit permis d'exprimer ma douleur de la perte cruelle de M. Tis- 
serand, enlevé à la Science pendant l’impression de cette Note, en me joignant à 
tous ses amis et aux admirateurs de son talent, qui garderont à jamais le sou- 
venir de l’homme de cœur et du savant illustre. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. CRAIG. 


Par M. HERMITE. 


American Journal of Mathematics, 
L'AX VLIS 1808, 0:00; 


.... Permettez-moi de vous offrir pour l’ American Journal 
of Mathematics le résultat d’une recherche qui à fait le sujet 
d’une de mes Leçons, sur la valeur asymptotique de logl(a) 
lorsque à est supposé un grand nombre. En étudiant les diverses 
méthodes par lesquelles à été traitée cette question importante, 
J'avais déjà remarqué que l'intégrale de Raabe, 


1 
f logT(a +x) dx = aloga — a + logy2r, 
LE 1 
peut y être introduite avec avantage, mais la considération de cette 
quantité s'offre plus naturellement que je ne l’avais encore vu, 
sous le point de vue nouveau que je vais vous indiquer. 

Je pars de cette identité élémentaire où U et V sont deux fonc- 
tions quelconques de x, 


f uv HS TRES vu'+ f vu’ de 
puis je fais £ 
Ù = x — æ?, 
Vi F(a DE x), 


a désignant une constante, et je prends les intégrales entré les 
limites x — 0 et x — 1. 
On obtient ainsi la relation 


Î 


1 
Je) (a 2) dr = F(a +1) + F(@) 2 f° F(a+x)dr. 
0 0 n 
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Cela étant, soit F(x) — logl' (x), posons encore 


1 ‘ 
= [ logT (a+ x) dr, 
240 
I 1 
FA) le (æ—x?)DilogT(a+zx)dr; 
0 
au moyen de l'égalité 
logT (a +1) +logT(a) = 2logT(a)+loga, 
on trouve l'expression suivante : 


log (a) = J — = loga + J(a). 
Elle met immédiatement en évidence que la quantité 
J — = log a = (a A log a — a +logy27 


est la valeur du premier membre, pour & très grand. Il est facile 
en effet d'obtenir une limite supérieure de J(a), si l’on remarque 
que le facteur D? logT (a + x) qui figure sous le signe d'intégration 
est toujours positif. C’est ce que montre la série 


I I 


D21 |. 
peDiarræ) PAR (race col 


ou encore la formule 
0 


D2 logT (a +æ) = Î 


Cu D 


yela+a)y dy 
mo as) 
EI 


conséquence de l’expression de Cauchy, 


( 0 AY LV. ; 
logT(a) — f -(a=ne]®, 


M 
ef — 1 
limite est donnée par la relation suivante où £ est compris entre 





la quantité étant positive pour toutes les valeurs de y. Cette 


zéro et l’unité, 


TS 
SvY 
vx 


1 (are AN 0 
1 DE logl (a+ x) dx = À. 
; » 


/ 


Le maximum de £ — Ë + on peut donc écrire en désignant 
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par 6 un nombre positif, inférieur à l'unité, 
(] 
J A)= —"° 
(ee) Sa 
Nous pouvons mème aller plus loin et parvenir à la limite précise 
] 0 
ND ge 124’ 
comme je vais le faire voir... 
Je ture pour cela de la relation générale 


SI 


f F(z)az = f [F(x)+F(i1—x)]dx, 


70 


cette nouvelle expression 


191 — 


Jta)= ; (æ—x?)Di[logT(a+x)+loglT (a +1— x)] dx, 


0 
et je remarque que les quantités 
x—ax? et D2[logl(a+zx)+logl(a+1—x)] 


varient en sens contraire entre les limites de l'intégrale. La pre- 
mière est croissante tandis que la seconde, qui a pour valeur 


'É J y ear[exr + eli—x)>] 
eY== 1 


dy, i 


e = 


est au contraire décroissante, comme on le reconnaît au moyen de 
la dérivée ; 


JE y? eax[ exr — eux] dy 


EY— 1 


 — © 


En effet, le dénominateur e”— 1 est négatif, el si nous suppo- 
sons © 1 — x, c'est-à-dire x < — on a, puisque la variable y est 
négative, e°2 > elt-#)>, Nous pouvons, en conséquence, appliquer 
le théorème de M. Tchebichef qui consiste en ce que les fonc- 
uons w(x) et L(x) étant l’une croissante, l’autre décroissante, 
lorsque la variable croît de a à &, on à 


b 


b b 
(—a)f e(r)d(æ)de € f o(x) dx V(æ) dx. 


t 
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Il vient ainsi 


Di 
Wie 


J(a)< [ (@—a)de D? log[T(a+x)T(a+1i—x)] dx 
0 0 


et en employant la relation dont il a été déjà fait usage, 


1 
- 
f Fed f [F(æ)+F(1—x)] dr, 


0 C7) 


nous trouvons, sous une forme plus simple, 
LI 


2 1 
I(a)< f Ga?) dr D logrT(a+ x) dx. 


0 0 
On en conclut la limitation à laquelle il s'agissait de parvenir 


() 

J(a) ER rm 

ON © 24 

La valeur de la quantité J(&) que nous avons obtenue au moyen de 

Pintégrale d'une fonction uniforme, n'ayant que des discontinuités 

polaires, conduit à des conséquences analytiques importantes. 
Ayant,en effet, 

I l 
D? loger AE) = ————— + —— 
21087 ) (Ar Na r pr) 


on voil que Pexpression 


1 
2 (x—x2)D,logT(a + x) dx 


0 


sera finie et déterminée avec un sens unique, pour toutes les 


valeurs réelles ou imaginaires de 4, à moins qu’on ne suppose 
4H T—=O, mr er 2% 


La variable x croissant dans l’intégrale de zéro à l'unité, les valeurs 
négatives sont à exclure, nous excepterons par suite la partie illimitée 
à gauche de l’origine, de l’axe des abscisses, en représentant & par 
l’affixe d’un point rapporté à des axes rectangulaires dans un plan. 
J'ajoute que le long de cette ligne la différence 


J(a+i1)—J(a—1}) 
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ne tend pas vers zéro, pour une valeur infiniment petite de À que je 
supposerai réelle et positive; la partie négative de l’axe des 
abscisses sera ainsi une coupure pour la fonction J(a). 

Soit en effet a —— n—£€, n étant un entier quelconque et £ 
une quantité positive moindre que l’unité. J’envisage l'expression 
qu'on tire de la formule 


1 
J 
J(a) = — f (x — x?)D? logl'(a + x) dx, 
FRS À 
au moyen de la série qui représente D logl (a + x), el après avoir 
remplacé a par a +}, j'observe qu'entre les limites de l’inté- 


grale, tous les termes seront finis pour À— 0, sauf un seul qui 


1 N . 1 
——, c'est-à-dire ————: Les 
(a+n+x})} (T—E£E} | 
termes finis disparaissent dans la différence de J (a+ 5}) —J(a—&)) 


qui sera par conséqnent donnée par l'intégrale 


I : : I | 
EU Rime enr e 5] ge 


On la ramène d’abord si l’on intègre par parties à la suivante 


correspond à la fraction 


1 


I f Ga ) I I HA 
2 T—E+HIX T—EÈ—1IXÀ 
et, ea simplifiant, 

TR r dr | 5 

l MR BEA Pa 

0 + (m—£}) 


Cela étant, faisons æ — £ — y, et l’on trouvera 


# 


1—Ë 


"(az —i) de À (2E 1 +0) dm 
4 Ia) 





x k 
CRE) 
A+ Et? 


2 
} 
21. 1— Ë ë 
— (2È—1)larctang ——#-#rarctans 


La limite, pour } infiniment petit et positif, est (26 —1)7r; on en 
conclut la relation 


\ 


J(a+i})—J(a—ik) =(26—:1)ir, 
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que Je me suis proposé d'obtenir; elle s'écrit habituellement sous 
la forme 


HET) = (2È —1)iT, 


et l’on remarquera le caractère arithmétique de la quantité £ qui 
est l'excès de la quantité positive — a sur le nombre entier le plus 
voisin par défaut. 

C’est M. Stieltjes qui a Le premier obtenu l’extension de la fonc- 
tion J(a) à tout le plan, affecté d’une coupure, dans son beau 
Mémoire Sur le développement de logT(x) (Journal de Mathé- 
matiques de M. Jordan, t. V, p. 428). Le point de vue auquel je 
me suis placé est entièrement différent de celui de l'illustre 
géomètre, et conduit en suivant une marche inverse à conclure de 
la nouvelle expression de J(a) qui sert de la base et de point de 
départ, les formules précédemment obtenues par Binet et Guder- 
mann. De l'intégrale 


I (æ — x? à L'art tee I 
- a+ n. os log ( 1 + — I 
SN (a+z+n) AL + 1 ) Si a+n 

je tire d’abord la série de Gudermann, 


J(a) > [(a+n+s) log (+ ——) —1 | LR ET NP ne 


L'expression dont j'ai fait usage plus haut, 


— 





Vyeretar, 


AE Cr ar Fa 


donne ensuite d’une manière facile, en remarquant que l’on a 


— x? ro y 2 
ft aterr dr = em (EE 2e 2) 
| de 54 7e 


et, par conséquent, 





(y —2)+y +0 
j D RÉ Nm» 
0 - MS 


la formule de Binet employée par Cauchy dans son Mémoire 
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célèbre sur la série de Stirling, à savoir : 


ae [7 ar ler PE a) y HAINE 


2Y72el— 1) 


En partant de cette expression et par diverses méthodes on parvient 
enfin à un autre résultat, dû encore à Binet, 


LT doter 
J(a)= 2 f alog(i—e F)dæ, 


2 2 
se a+ a? 


qui permel comme on sait d'arriver, par une voie plus facile et 
plus simple que celle de Cauchy, au reste de cette série de Stirling 
et à l’importante conclusion obtenue par le grand géomètre. 


INTERMÉDIAIRE DES MATHÉMATICIENS, 


ÆOME.EV, 1897, p..r. 


Question 951. 
La formule de Lagrange donne, pour la solution de l’équation 


z=2f(3), 


ca DEA RES : 
EN ———— ÉTRTNE ATRe) 
TEEN 1 / 


la série 


en convenant de faire 3 = 0 dans la quantité D?" f(3). 
Supposons que l’on ait 


(3) = A+ AÀ13 + A2z? +. 
el représentons par N le coeflicient de 32! dans le développement 
de la puissance f#-!(3); on a aussi 


Nr? 
I 





’ N : : 
Cela étant, on demande de prouver que — quiest une fonction 
entière de À, A4, ..., a tous ses coefficients numériques entiers. 
Pour x = 3, on trouve 


N 


pour ñn = 4, on trouve 


N 


4 


= AÿA3+ 3AGA1A2+ AA; 


ete, 
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REMARQUE SUR LA DÉFINITION 


DU 


LOGARITHME DES QUANTITÉS IMAGINAIRES. 


Casopis, t. XXII, 1892-1894, p. 225. 





0 00 0 0 + © ve 0 + © © à © 0: © 0e © © © 0.6 ele ve ele, 5e 0e 5e © s'oltute ee ss 00e de 0e Ge 0 OR 


Il s’agit de la définition du logarithme des quantités imaginaires, 
qu'on fait résulter de l’équation suivante : 


log(a + 1b) — = log(a?+ b)+i(v+2kr) 


où l’anele + est déterminé par les évalités 
O Î P O 


a È b 
coso — = |, SIn0— a 
GRIS b2? a? — b2 





de sorte qu’on obtient une infinité de valeurs. On arrive au con- 
traire à une détermination unique, si l’on part de l'intégrale 


L dz 
1 + 3 


log(i + x) = [ 


0 





en faisant décrire une ligne droite à la variable, depuis l’origine 
jusqu’au point dont l’affixe est x. Soit en effet z = (x, ce qui 


donne 
1 1 
x dt 
log (1 + x) =} RTE =] 
Ô [+ Tt F 


on aura, si l’on pose 





dt 

? 
L'\ 
— + 
T 


æ = à + tb, 
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or 
puis, afin d’abréger, 


lexpression suivante : 


log(1+ a + 1b) Res 
ni 





1h PERTE 


1+ & 


arc tan à | 
B 87 |? 


4 . T T 
où les arcs tangentes, compris entre — sèt+; ont une seule et 


— é[are tang 


unique détermination. On en conclut, par un calcul facile, 


log(i + a + 1b) — = log[(i+ a)?+ b?] 


: a+ b2+ a a 
+tlarc LITRES eu ser — arc tang 87 |? 
h 


et, en changeant a en a—1, 
I . 
log(a + 1b) = SIG R OE) +v, 
si l’on fait pour abréger 


a+ b— a dit 


È Tr arc Lang — 





© = arctang 


Cela étant, considérons «a et b comme l’abscisse et l’ordonnée d’un 
point rapporté à des axes rectangulaires, je dis que la partie néga- 
tive de l’axe des abscisses est, pour cette quantité, une ligne de 
discontinuité. 

Supposons en effet b infiniment petit et positif, on aura sensi- 
blement, & étant négatif, 


} 
de sorte qu'en deux points infiniment voisins en regard au-dessus 


il vient au contraire, pour b infiniment petit et négatif, o —— 7 


et au-dessous de l’axe, dans sa portion négative, la différence des 
valeurs de p est 27. La notion de coupure apparait donc naturel- 
H. — IV. 32 
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lement et d'elle-même, à l'égard du logarithme lorsqu'il est devenu, 
par sa nouvelle définition, une expression à sens unique. 


À ce que Je vous ai. écrit J'ajouterai que la formule bien connue 








1 
CRUE 1 dx 


Dogg 113 


1 


donne l'expression que j'ai obtenue par la voie de l’intégration. 
Qu'on fasse en effet 3 = 4 + 1$, il vient 


ee dx = [7 (a—x)dr : fa B dx 
Red LEE ERAT IR Re TOR EP IRTESS 


I a +1) + F2 
LL a Y “ 
2 (a —1}?+ f? 








a ee Fe 1-4 
—tlarctang 3 + arc tang . 
| 


Posons ensuite 


HAE DEEE è 
RÉ CDESTENE PE NETS 
His —1 
nous aurons immédiatement 
(a +1) + f? 
Eat e  2 = a?+ b?, 
(a — 1) + bp? 
et de l'égalité 
dE 10 11 © ‘8 
= = 0 À [4 
LAID A 
on conclura 
ss ,at+ O1 
DD RTE LE 
2 b 


FE 


téqrer Er 
Ces expressions donnant 


[+ a’ — ab? 





nous nous lrouvons ramené à la formule 





b 


$ Ù à a? — a + L? a—1 
log(a + ib)= Llog(at+bt) + à | are tang TEE — arc tang Z | 
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Je remarquerâl encore qu’en faisant 





De dr RES DE Eu 
Ce b RARES 
on à 
Liée-Y 1: 0 
bi vy a 
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de sorte que le coefficient de £ est bien l’un des arcs ayant pour 


b : a 
tangente —; on voit facilement qu’en supposant & positif, ce sera 


CR . T TC 
l’are minimum compris entre — M ART 





EXTRAIT 
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LETTRE DE M. CH. HERMITE, ADRESSÉE A L. LINDELOF. 


Ofversigt af Finska Vetenskaps-Societetens Fürhandlingar, 
t. XLITI, 1899-1900, p. 88-90. 
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L'identité dont vous vous contentez de dire qu’elle vous semble 
assez curieuse pour mériter d’être signalée en passant, à savoir 

C2 A Cr em nd 9 0 ©: 0, _ 15 JÉCREONr 

r(r—1)...(T—n+i1) r 1.2 r(r—i1) 

est liée étroitement à la théorie des polynomes P,(x) de Legendre, 
et ouvre une nouvelle voie pour parvenir à leurs propriétés fonda- 
mentales, que je me permets de vous indiquer en peu de mots. 
J'y apporte d’abord une modification légère, en changeant r 
en r—1 et divisant les deux membres par 7, de sorte qu’elle 
prend cette nouvelle forme 





(r—n—1)(r—-n—32)...(r—2n) 
Cu LL TÉTÉSO TT En) 
TEE rv? 1 n(n—1}? ; 
Fr APE, 152 re ; 


Cela étant, on en tire aisément l'égalité 


1 F 
(r—n—1)(r—-n—2)...(r—92n) . sa 
Ur ne a 0000 ©, NES 

eur ) 0 
ou bien, si l’on poser —=s+n<+:x, 


POS 1)e 0 (Sn PEER RE Le 
also) CENTER = [ Pra(æ)(G+x) dr, 
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ce qui montre que l'intégrale du second membre est nulle en sup- 
posants—0,1,2,..., A —1. 

Je parviendrai à cette conséquence de la relation que vous avez 
donnée, au moyen de l’expression des :polynomes de Legendre, 
indiquée par Dirichlet, avec plusieurs autres, au début de son 
célèbre Mémoire sur les séries dont le terme général dépend de 
deux angles, 


y 


P,(cosy) = cos?" " L: — ni ang’ À + n3tangé = —.... |: 


où 7x désigne le coefficient de x#* dans le Gé open. de 
(1 + x)". En posant cosy = x, on en tire 


an Pa(æ)=(G+æ» Ÿ (CnEnà ( =) 


1+ x 
+) (—i)ni(i+z)k(i — x) 


(AE ON 2 NE n): 





c'est la formule dont je vais faire usage. Elle s'offre comme d’elle- 
même, si l’on écrit l'équation (A) de cette manière 


>) (an) . EL 
r(r—1)...(r—n) =>" id. r(r—1). ru Me 


. 


et qu’on remplace le facteur 


CRD ET 
r(r+1)...(r —#) 


par l'intégrale eulérienne 


1 
Eh ær-k-1(1— x)" dx, 
0 


A L 1+X 
ou plutôt par la transformation obtenue lorsqu on met 





au 


lieu de x. Nous avons ainsi 


ART I 


+1 
PE cette À Nr=k=1 as Je 
FU). (7 K) = +) (1— x) dx, 


et par conséquent cette nouvelle forme de l'égalité précédente, à 
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savoir 
(r—n—i1)(r—-n—2)...(r—2n) 
D Chanel D TOP NU ent (à) 


+1 
I 
mir inèG er) (= zh de. 
ma » 


Soit enfin, comme tout à l'heure, r —=s+n-+1; la quantité 
sous le signe d'intégration devenant le produit de 2" P,(x) par le 
facteur (1 + x), nous obtenons immédiatement la relation que je 
me suis proposé d'établir, 


S(S—1)...(S—n+i1) 


+1 
© ——— ol — 
GED) Rai. [ P;(æ)(1+ x) dx. 


V4 

J'ai pensé que vous ne verriez pas sans quelque intérêt un rap- 
prochement, une étroite liaison je puis dire, entre le problème du 
calcul des probabilités dont vous avez donné la solution, et une 
grande théorie de l'analyse, celle des fonctions sphériques.. 


Paris, 21 décembre 1899. 
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SUR 


r ; 
LA SERIE Mas eee ot LP qd 


Mathesis et 11881) D99% 


Je me propose de faire voir que, pour toutes les valeurs de l’ex- 
posant », cette série est divergente, bien que les termes paraissent 
décroître avec une grande rapidité, lorsque æ augmente. Pour 
cela, je ferai usage de la règle de Raabe (!) dont je rappelle d’abord 
l'énoncé : 

La série u;j+u>+...+u»—+..., dont les termes sont sup- 
_posés positifs, est divergente si, en posant 
Uri I 


—= , 


Le [+ 





la limite de xæa, pour x infini, est moindre que l’unité. 


Nous avons, dans l’exemple proposé, 


RSC 





TERRES js) 


Ur log æ 


Or, on peut faire, au moyen de la série de Maclaurin, 


l fe : 

og — | =; 

Es T° x 

ÿ désignant un nombre plus petit que l’unité, pour toute valeur 
de x, et écrire, par suite, 


PAR ÉD A RO à () n 
| logæ | =h+| | 


(:) Voir DunameL, Calcul infinitésimal, Note III, n° 37 (P. M.) 
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Nous obtenons donc, en développant la puissance, 


a = + 


LE 
x logæ Ta \æ log æ 
7 A 
d'où 
n 0 n(n—1) 0? 
DE 
log x Lorie 


On voit ainsi que la limite du produit æ& est zéro, pour x in- 
fini, ce qui démontre le résultat annoncé. 





SUR L'INTÉGRALE f /tsinx, cos) dr. 
Par M. Cu. HERMITE. 


Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas 
de Gomes Teixeira, t. 11, 1880, p. 65. 


Je supposerai que f(sinx, cosæ) soit une fonction rationnelle 
des quantités sinx el cosz, de sorte qu’on ait, en décomposant en 
éléments simples, l'expression suivante : 


fCsinx, cosr)= (x) + B(zx), 
où II(x) représente la partie entière, et D(x) une somme de 
termes de la forme 


I 
D cot-(x — x). 
‘) 


Cette formule, donnée dans mon Cours d'Analyse, page 321, fait 
dépendre l'intégrale proposée de celle-ci : 


27 
“le cot—(x — 4) dr, 
0 2 


et, en recourant à une construction géométrique, j'ai montré qu’elle 
a pour valeur + 2/7; c’est ce résultat que je vais établir en sui- 
vant une méthode différente qui est entièrement élémentaire. Je 
pars à cet effet de la relation 


T \ (n—1)Tr 
ncotnæ = cotx + cot m+)+..i+cot T4 —— |; 
n n 


où x désigne un nombre entier et qu’on tire des premiers prin- 
cipes de la Trigonométrie. Changeons d’abord x en x —, on 


. 
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aura 
T 
+ ncotn(T—a)=cot(r —a)+cot|r— a+ er +... 


“| é 


+eotfe—2+ 4 : 
1 


soit ensuite - — dx, et elle prendra cette nouvelle forme 


US 


Î 


reotn(æ—a)= dx[cot(r —a)+cot(x —a+ dx) +... 


+ cot(æ —a+(n—1)dx)|]. 


Or, la limite du second membre, en supposant le nombre entier nr 
infini, est précisément l'intégrale 


QT 
fe cot(æ — 2) dx; 
LE! 
le premier membre dans cette hypothèse est une quantité indéter- 
minée, si l’on suppose la constante 4 réelle, mais si l’on fait 
x = à + 1b, 
nous avons 


_e?ntr-a-ibli br} 
Cotn(r-<x) = 1 


e2ntx-a—éib)li 7} ‘ 
qui donne sur le champ + 1 ou — 1 pour limite, suivant que b est 
positif ou négatif. En désignant donc par (b) une quantité égale à 
l’unité en valeur absolue, et du signe de b, on à 


1 cot(æ —ax—1ib) dx = i(b)r, 
"0 
F x $ “ a + ib 
et il suffit de remplacer æ par —; puis & + 1b par ———; pour en 
à 11 


conclure le résultat cherché, à savoir 


2T 
f cot=(x—a—ib)dr —2i(b)r. 
9 2 
Je remarquerai enfin que l'expression de cotnx dont j'ai fait 
usage, résulte de la décomposition de cette quantité en éléments 
simples. En effet, cette fonction ayant pour période 7, et devenant 
infinie pour les valeurs 


2 
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on peut faire 
n —] 
kT\ 
cotnæx = const.—+ Rcot (x — . 
n 


k 
0 





Or, on a 


R=Acon("E + À) HOUR EE :0, 


« LE 1 \ » 
c'est-à-dire R — -; quant à la constante, c’est la demi-somme des 
2 


et 


valeurs de cotnx — Mie FRA NI DOUL 3-0 


et 3 — , qui est nulle. L’équation ainsi obtenue 


donne celle que jai employée en y changeant x en — x. 


SUR 


LES FORMULES DE M. FRENET, 


Par M. Cu. HERMITE. 


Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas 
de Gomes Texeira. t. 1, 1878, p. 65. 


Une courbe dans l’espace étant représentée par les équations 
Ti= HD Ut), PL) z = 60(€), 


je pose pour abréger 
A = y'3" — RiV 


" 


È B=:3,2"—#1"51, 


C — LV — ÿ' x” 
et 
D'=— A2+ B2+ C?. 


, à [el 24 val 
Cela étant, les angles (x, B, y), (À, , v), (6, n, C)de latan- 
gente, de l’axe du plan osculateur et de la normale principale avec 
les axes coordonnés sont déterminés par les relations suivantes : 


œ A Bz'—Cy 
COSX = —» COS À = —» costs Rd 
5 D Ds 
. : LEA» Cæx'— A3 
COS = — » COS H — D? COST, — HD 
3 C Ay'—Bx 
COSY = —» COSY = —) COSC = —— —. 
s D Ds 


On sait aussi que le rayon de courbure R, et le rayon de tor- 
sion 7, ont pour valeur 
s'3 D? 


R = —;, Den | 


D A 
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où 
A=AÂxz"+By"+Cz". 


Cela étant, l'identité 


TR eu 


Bz'—Cy'=(z"s —x's"})s 
donnant 





d'cosa D mure s' ne 
HTC? in Rate 
et, semblabiement, 
dcosf Ci SR dcosy :s ue 
HUE TR EE ENT 


Ces résultats conduisent à chercher les valeurs des dérivées par 


rapport à £ de cos}, cosu, cosy, qui s’obtiennent facilement 
comme on va voir. 


On a d’abord 
dcosX + A'D—AD' A'Di— ADD 
PRET SE Des md + DA 
remarquant ensuile que 


AD? ADD'— A'(A?-+ B24 C2) A(AA'+ BB'+ CC!) 
= BIAB AB) 0(A'G-— AC), 


il suffit de se rappeler les relations bien connues 


BC BC À 7" 
CAT OA AE 
AB AD A 

pour en conclure 


A'D?— ADD'= A(Cy'—B 3). 


Nous avons donc 





dcosÀ A(Cy'—Bz') 0 
TT. Die GITE 
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et de même 
d'OS DS ENSN NES d'cosy s'A 


AT ED dt D? 


Enfin la relauon cos?4 + cos? 6 + COs?Y — 1 donne immédia- 
tement | 


RE d cost sr) d cos a AE d cos À 
SEE À — — COS À ————— 
AE: dt dé 
et, par suite, 
ds AS = — LRU SR 
dt s'? D? 


On aura de même 


d.cosn À 

De = — —; cos f + D: CS 
d'cost D s'A 
TE RS ET RTE 1Y 200 


Ce sont les formules importantes dont la première découverte est 
due à M. Frenet, mais que M. Serret a obtenues de son côté 
presque en même temps. En introduisant les quantités KR, r, et 


/ ds ; 
remplaçant s' par 7? elles deviennent 



































d'cosa COS E d cos P cos? d cosy cos € 
— — , — — , — = ——— 
ds R ds R ds R 
d cos À cos Ë d'costs COS" d cosy cos 
————— = — , —————— = _— , ——————  —=— A 
ds r ds r ds Te 
d cos COS%  COSÀ 
=, — , 
ds R r 
d'cosn cos cosu 
ASTRA R 
, deosé cos ya cos” 
ASIE R r 


Je remarque enfin qu en désignant Le a, b, C trois constantes 
arbitraires, et faisant 


u=(a—x)cosa +(b— y)cos8 +(c—z)cosy, 
p—=(a—x)cosé +(b— y)cosn +(c—3z)cosé, 


wm=(a—x)cosÀ+(b— y)cosu+(c—2z)cosv, 
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ces diverses relations sont comprises dans celles-ci: 


du 

— =—Ss+ —; 

ds 

de u a 

Lu” R Et 4 
dww o 

—— —= — 

ds r 


qui me semblent offrir, sous la forme la plus simple, les équations 
différentielles pour la détermination d’une courbe, dont on donne 


le rayon de courbure et le rayon de torsion. 


SUR L'ADDITION DES ARGUMENTS 


DANS 


LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


Par M. Cu. HERMITE. 


Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas 
de Gomes Teixeira, t. XI, 1894, p. 65. 


Soient R(£) un polynome quelconque du quatrième degré 
en £ et 5 — (x) la fonction définie par légalité 





de 
VR(E) 
on a, en désignant par & une constante, la relation suivante : 
29(a) _ PAGE Y)+ PA) SOUSSE 
POCHE) PAT Y) PT) IN NES 


plat y)—yp(x)  p(a—y)mp(x) 


——————————— ———————————— ————— 


p(a+y)—v(xz) p(a—y)—9{(x) 


C’est le théorème pour l'addition des arguments dans la fonc- 
lion o(x); Jindiquerai succinctement comment on en conclut les 
formules qui concernent les quantités sn (x + y), en(x + y) et 
dn(x + y). 

Supposons à cet effet que #(x) soit une fonction impaire et pre- 
nons & — 0; les deux premiers termes se détruisent, et l’on trouve 
ainsi 

2.9" C0 JE PIC RON CES 
PIT0 PC) Rp CP), 9 (JO EEERSS 
PACE) ee (7) 
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g'(o) [e?(æ) — g2(y)] 


1 o(t)g (y) — p(æ)eCy) 


Cela étant, les résultats cherchés s’obtiennent par un calcul 
facile en faisant successivement 


sn? ( ) sn T 
HQE 
Cnæ° : 





w(æ) =snr, URI 


dnx. 
Pour parvenir à l'addition des arguments dans la fonction p(x), 
il faut supposer & infiniment petit et employer l’expression 


» I 
p(æ)= er 


en négligeant le carré et les puissances supérieures de a. On est 
de ceite manière amené à la relation suivante : 
| HAE | 
pi + y) =ple) +p(r)—;:Dilog[p(x)— pOy)] 
— Di, log[p(x)— p(y)] 
Î 2 
— >; Dilos[p(z) — PO), 
d’où se conclut sans peine la formule habituelle 


p'(æ) it 


| I 
pe y)=— pie) po) + [RE 


DE LA SOMMATION D'UNE SÉRIE 


CONSIDÉRÉE PAR ABEL, 


Par M. Cu. HERMITE. 


Bulletin de la Société physico-mathématique de Ro 
a°isérie, tOVIIL 898 "D 1107 





En désignant par o(x)un polynome en x de degré quelconque, 
cette série est représentée par la formule 


d'etn)æ GLS PC UC MAT : 


elle se ramène immédiatement au cas le plus simple où o(x) — rt 
et la méthode d’Abel consiste alors à former la suite des quan- 
ULÉS Ÿ4, Ja +. Ya Où l’on fait 





Lo Le 
— , 
4 NT 
! 
Ji—= LT ; # 
! 
FER 


J'ai remarqué que la sommation s'obtient facilement dans le cas 
général au moyen de la relation célèbre d'Euler, 


2? GA 
+ AA —, + AA, © +..., 
I— x (1-— x}? (r— x) 





A0 + A3@+ A:æ3+.,..— A) 


: : À I 
que je mettrai sous la forme suivante en changeant zen —°: 
T 


A) A: AD ne A A 0 A2A) 
“4 TL? Le T—I (æ:— 2) (æ'—1})* 
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Posons en effet A,—= (7); on voit que si l’on suppose o(x) de 
degré Æ, la différence d’ordre supérieur à Æ étant nulle, le second 


membre ne contient qu'un nombre fini de termes et devient 


Œ—1 ETES (æ 1) ri 





Soit, en particulier, A,— (a+ n)"; nous aurons ainsi 


ah (a+i) ah 
— + ——— +,..— 


(a Hi) — af 
x x? +... 


æ—I (æ — 1}? 


(a+o)f— o{(a +1 + af Fe 
Be rue ve LE à 
AD PET: 


Je saisirai cette occasion pour indiquer une nouvelle relation 


analogue à celle d’'Euler ; elle consiste dans l'égalité suivante 


SN EN A À, À, _ Ado AAo , AAo 
Pet PUR Cr — re à Ne > 2 x? rs De 





et se démontre de la même manière, 


Flanville (Lorraine), 21 septembre 1898. 


mn 


EXTRAIT D’UNE LETTRE A M. BRIOSCHI. 


SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


DU SECOND ORDRE. 





Annali di Matematica, 2° série, t. X, 1881, p. 101. 


. Dans votre récent article : Dr uno proprietà della equa- 
siont differenziali lineart del secondo ordine (Ann. di Mat., 
2° série, t. X, p. 1), vous avez montré, par un nouvel exemple qui 
m'a beaucoup intéressé, quel rôle important joue le produit de 
deux solutions d’une équation linéaire du second ordre. Per- 
mettez-moi de vous indiquer encore une circonstance où inter- 
vient ce produit qui m'a été suggérée par mes recherches sur 
l'équation de Lamé, mais que je présenterai en considérant l’équa- 
uon générale ù 
JYHPI TYPE: 
Supposons que l'intégrale étant 

+ ROBE 


on connaisse la quantité UV =F{(x) ; je dis que, au moyen de F(x} 
et des coefficients p et q, il sera aisé de former COTES du 
second ordre, ayant pour intégrale l’expression 


3— CUw+ C'Vo, 


quel que soit l’exposant w. 
Considérons, en effet, le déterminant 


Fa Uvw Vo 
a QUE) 
g" ( Uw Ÿ (Vw 1x 


._ 
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ou encore, après avoir supprimé dans la seconde et la troisième 
colonne les facteurs Uw-?, Vow-?, celui-ci 


3 U? ve 
3, w UU' uw VV 


3" w(w —1)U"2+ wo UU" w(w —1) V'2+ w VV’ 


Remplaçons maintenant U” par —pU'— QU et V’ par —pV'—gV, 
il sera possible de supprimer encore un nouveau facteur, à savoir, 
&(UV'— U'V), de sorte que l'équation cherchée étant repré- 


senlée par 
-Gz—H3 + Kz—o, 


on aura 
A ANATS 


H = (w —1) (UV'+ VU’) — p UV, 
K = (w2— w)U'V'+ wqUV. 


Or, en différentiant deux fois l'équation UV —F(x), on obtient 
facilement, comme vous l’avez remarqué, 


VV= SFa)+ PE) + 9 Fa): 


les coefficients de l'équation ont donc ces valeurs très simples 


G= F(«), 
H = (w —1)F'(x) — pF(x), 


K= = (w?— wo) F(x) + = (w?— 0) F'(x) + w?F(x). 
Ce résultat, appliqué à léquation de Lamé, donne, comme 
vous voyez, un Lype d'équations linéaires du second ordre dont les 
coefficients sont des fonctions doublement périodiques uniformes, 
l'intégrale cessant d’être uniforme lorsqu'on suppose w fraction- 
naire ou incommensurable, 
Et inversement dans le cas de Péquation 


PTE ES 


: Æ2 sn?x + nl 


dont vous avez obtenu le premier la solution [ Sopra una classe 
di equaztont differensiali del secondo ordine (Ann. di Mat., 
t. IX, p. 11]; pour nr impair, la transformée en 3, en supposant 
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w& — 2, aurait une intégrale uniforme, tandis que votre solution 
contient les racines carrées de fonctions uniformes. 
Ontrouverail en particulier, pôur w — 0, l'équation 


F(x)3'"+[F'(x)+pF(xz)]3 = 0, 
et en employant la relation 
UV’ VU'= Ce-frar, 


l’intégrale s'obtient aisément sous la forme 


2 = À + Blog +) 


À et B étant les deux constantes arbitraires. C’est bien en effet ce 
que donne l’expression dont je suis parti, 


3 = CUw+ C'Vo, 
si l’on introduit la supposition de w infiniment petit. 
Soit pour cela 


uw? 
Uo = 1 + w log U + — log?U +..., 


2 


w? 
Vo =i1+uolog V + —log?V +..., 
2 


et changeons les constantes en posant 


CÉACTIEA 
DCS 


7 


2B; 


on verra, pour & — 0, l'expression de z se réduire immédiatement 
à la forme annoncée | 


5= A+ Blog 


Les Sables-d'Olonne (Vendée), 3 Juillet 1880. 








LETTRE DE M. CH. HERMITE. 


ADRESSÉE 


A M: B. ANISSIMOW. 


Bulletin de la Société mathématique de Moscou, 
t. XXI, 1900, p. 66. 


« Vous m'avez fait l'honneur de m'adresser une Communication 
sur un sujet très intéressant concernant la manière dont la con- 
stante arbitraire entre dans la solution générale d’une équation diffé- 


d 
= Éd M), et de me demander mon 


avis au sujet du résultat que vous avez obtenu, dans le cas spécial 


rentielle du premier ordre, 


où l’on a | 
TÉL ER) = f (x, y). 

Je vais essayer, bien que celte question ne rentre pas dans 
l’ordre habituel de mes études, de répondre à votre intention. 

Tout d’abord je dois vous dire que Je m'associe entièrement à 
cette vue élevée, que vous exprimez si bien, de la grande impor- 
tance attribuée par Lagrange à la recherche de l'intégrale d’une 
équation différentielle, envisagée comme fonction de la constante 
arbitraire. Un autre grand géomètre, Riemann, n’en jugeait pas 
autrement, et j'ai gardé le souvenir qu'il a beaucoup insisté sur 
cette question, en m'entretenant lorsqu'il a passé par Paris pour 
se rendre en Italie. Le cas particulier qui a été le sujet de votre 
étude, où la fonction f(x, y) est périodique par rapport à la 
variable, est incontestablement important, et la conclusion à 
laquelle vous êtes parvenu est très élégante. Mais la voie que vous 
avez suivie, et les calculs que vous avez dû faire, ne sont-ils pas 
trop difficiles? Ne pourrait-on pas parvenir au but plus sim- 


es - PRET RE Ti EP I SUP MES ST PNR  RRREES 
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plement, par un autre procédé que je viens vous soumettre, mais 
sous loutes réserves, m'engageant moins hardiment dans cette 


question que dans d’autres qui me sont plus familières et m'ont 





toujours occupé. 
En écrivant l’équation différentielle, sous la forme 


1 ES ed 
aie LE à War 


j'emploie le Calcul des limites de Cauchy, elle me donne l'expres- 


sion suivante de l'intégrale : 





Jo=(r—%) A1(eTr, y) + (x — ro) A: (eTa0) yo) 
— © : —— To, ENT TE Vo] 
p[T— 2%, ein Em Eye 


= dr —%, CURE CPE À 


Je 


Donnons à y, une valeur numérique, zéro par exemple, nous 
obtiendrons la solution générale de l’équation proposée, sous la 


forme 
Ver [re rotrerrel 


C’est votre résultat qui, ce me semble, pourrait être étendu par” 
le même moyen, à des équations d’un ordre quelconque... »- 


Paris, 10 mars 1889. 





SUR 


UNE FORMULE DE JACOBI 


CONCERNANT 


L’INTÉGRALE ELLIPTIQUE A MODULE IMAGINAIRE. 


Mittheilungen der Hamburger Mathematischen Gesellschaft, 
Band III, 1891-1900, p. 23. 


Le Cahier 103 du Journal de MM. Kronecker et Weierstrass, 
p. 87, contient un article bien intéressant de M. Woldemar 
Heymann où la relation célèbre de Jacobi, 


de 
Vi=(e+if)sin?o 


= P +10, 


dans laquelle on a 
Le f° . dx 
SU Ver + fre Je VaGi—zx)(i+kkæ) (1 kr) (1 XX) 
D à eue 
ns eo: VOi—x)(r+kzx) (1+kx)(1—Xx) 
area A nes dat aa A 
Ve+f?—e e2+fr+e 





“Re — 


? 


est remplacée par la suivante qui est beaucoup plus simple : 


= + [uw ) du 
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les variables étant hées par l'équation 


I 2e 
- = L (io). 


sin? © 0) Fe 


On va voir que la question devient encore plus facile, si lon 


U dx 
ef 


où X est un polynome à coefficients réels de degré quelconque », 





part de l'intégrale 


U désignant une fonction rationnelle de la variable. Il suffit alors 


2 


d'employer la substitution élémentaire æx — 





qui ramène le 





radical Wx?+'1 à la forme rationnelle 


b(t2— 1) 
20 


Qu'on fasse en 


TANCOTE UNE 


effet x — a — » ce qui donne æ — a — ib — me 


on aura aussi 


dx b eee 
Varia -uibee tt 


PA T A ji ’ 
Désignant par = où T est un polynome du degré 2n en £, la 


transformée de X par la substitution considérée, et par T, la trans- 
formée de Ü, qui sera une fonction rationnelle de t, nous aurons 


immédiatement 
n — 3 


A MD LICE dt 
Var VT 


Soit » — 2, ce qui donne l'intégrale elliptique, on pourra écrire 


Nr Ti(t+i)dt. 
ie mr Ve TR 


c’est bien la réduction aux intégrales hyperelliptiques de première 





classe, puisque T est un polynome de quatrième degré en t. 








EDUCATIONAL TIMES. 


(QUESTIONS PROPOSÉES.) 


TOME XLIV. 


Question 8154. — Démontrer 


1 ° 
sin à dr I 
———————— — -x— nt. 
ia cos dpt 2 


On désigne par À le plus grand nombre entier par excès ou par 


défaut dans —: 
SRE 


(Solution par Arthur Hill Curtis.) 


TOME XEVI. 


Question 8560. — Prouver que l'intégrale 
a= f =  n. 48 = % | 
k (: + 2) 
’ a 


a toujours la même valeur quel que soit l’exposant 7x, à savoir 





log a. 
(Solution par le professeur Catalan.) 
Question 8910. — Trouver l’expression la plus générale d’un 


polynome F(x), de degré 2 m, tel qu’on ait 


ENT 
riT 





(1) am EF (<) M AR (2) (æ+i)?" F( ) 22 (x), 


(Solution par l'Auteur.) 


1. F(x) ne contient que des puissances paires de x. En effet, 
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I \ . ’ # D 
changez dans (2) x en > on a après avoir chassé le dénominateur 


(æ +1)?" F (- +) — 9 2m F(2) 


am FC) = (œ + F (TE 2; 


EEE 





donc 





. . il 
el, si vous faites 





ENT 
=; — 3, VOUS avez, en effet, 


F(—3)=F(2). 


2. Je dis que, si F(x) s’annule avec +, il contient le facteur 
a?(1— x? }?. 
En effet, soit dans (2) æ — 0, vous en concluez F(1) = 0; par con- 
séquent F(x), qui ne contient que des puissances paires, admet le 
lacteur æ?(1 — 2?). 
Soit donc F(x)— x?(1—x?)G(x), (1) vous donnera 


Lt 


H HE G(2) = — GT 
par conséquent G(x) s'évanouit pour + =1, et x =—1. 


D MOOIL 
F(æ)= 2x1 x) H(x); 


le nouveau polynome H(x), en vertu de (1) et (2), remplit les 
conditions 


tm H (2) = H'629 (æ +1)?7—6 H( =) — 9/1—#4 H(x ); 





A T+T 


par conséquent H(x) reproduit les équations caractéristiques (1) 
et (2) en y changeant m en m — 1. | 


4. Soit 
Fi(æ)=F(r)—A(r?+i)# 
À étant un coefficient constant arbitraire, on vérifie facilement 
qu’on a 
TL 


em Fi(2) = Fix), (+1 F, i ) — om F,(x). 


+ æ 





» 
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Disposant donc de À, de manière que F,(x) s’annule pour x —0, 
on le ramène ainsi au produit d’un polynome de même nature de 
degré 2(m— 4), muluplié par le facteur x?(1— x?}?. Donc de 
proche en proche vous parvenez à l'expression cherchée, à savoir 
F(xz) = A(x?+ ii) + 2t(1 — 2x2}? B(x?+ 1)-# 
+ mi —a2)t Ca? +i)n8 +... + mi(r — gti L(x?+r)n-ti, 


S1 l’on demande les polynomes qui satisfont aux conditions 


TX 


æ2nm L — k 272 FH Ru = nn 
æ F(=) F(æ), (æ +1)? FI) = 2mF(x), 


on remarque que ces polynomes s’annulent pour les valeurs qui 
à AE \ . 
donnent ns =; c’est-à-dire x?+ 2% —1—0o. Et comme dans 


ce second cas, comme dans le précédent, F(— x) —F(zx), vous 
avez aussi le facteur x? — 2x —1; on peut donc poser 


F(æ)=(a?+2x—;1)(x?— 2% —1) G(x); 
cela étant, on obtient sans peine 


EH 4 





x2n—4 G(2) — G Gi), (1 — gjmi6 | ) — 97-72 Gr); 


QE 7 


ce sont les conditions (1) et (2), en y changeant m en m—2. 


Question 8588. — Déterminer la valeur de l’intégrale 
mr 
= _cot(æ + ai) dr, 
0 


a désignant une quantité réelle. 


(Solution par l’Auteur.) 
On a 


COST 





rotre — D;log sin >; 


Sin æ 
l'intégrale indéfinie est par conséquent 
log sin(x + ai), soit.  sin(x + at) = R ei, 


R et 4 étant des quantités réelles. Le module R est une fonction 
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de æ à sens unique, c’est la quantité positive, obtenue par la con- 


dition 
sin(æ + at)sin(x — at) = R? 


Pal 


L 


Pour tx —#"eliz=10 "60 


NA 


à 


\ \ ; 
LE NRC ; À k 
sin (2 + ai) sin (ai) — cos(at)cos(— ai) = cos’at = R}, 
2 2 


vous en concluez R,— cos ai, quantité positive ; puis, pour x = 0, 


sin(ai)sin(— ai) = Ri, 


c'est-à-dire R5 = — sin?(ai); bref, la partie réelle de J est 
R 1 î I S 
og — = -log <= -}cot?ai|. 
l 5 Ro » le) Ro 2 | À 


Le point intéressant est la détermination précise de 4. Voici 
comment il faut opérer. | 
La relation que je viens d'employer, 


log sin(æ + at) = logR;+ 506, 


me donne, en prenant les dérivées par rapport à æ, 


: dÿ 
Cot(r A) ED Ion 
( ) 4 » dx 
Cela étant, le premier nombre peut s’écrire 
2COS(T + at) Sin(r — ai) :  sNn2r-sIn(20i) 


cot(r+at) = — = EE ——  — << 
( ) 2 SIN(T + at)sin(r — &i) 2 mod?sin(æ + &t) 


Ayant séparé ainsi la partie réelle et la partie imaginaire, j'obtiens 


AD tsin(2at) 
dx  »mod?(æx+ ai) 


ou plutôt sous forme réelle 


dû . zsin(aat) 1 2 at sin(2ai) 
dx  2mod?(2+ ai)  2a | mod? sin(æ + @) 


La quantité entre crochets est essentiellement positive; donc 
l’angle 4 croît avec x si a est > 0, et décroît si & est < 0. Or,ona 


Sin (x + ai) 


e2i0 — = = 
sIN(æ— ai) 


= 


© 
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| k T / 
Pour æ —0, e2— — 1, j'adopte la valeur 0 — ne cela étant et 


æ croissant d’une manière continue de æ —0 à æ — =, Ü varie 
31 


ainsi d’une manière continue, et en croissant, si je suppose pour 
fixer les idées que a soit > 0, jusqu’à la valeur f', qui donne 


par conséquent 6 — +. 
. , TC 4 
La différence 9! — 5 — — prouve que 
I . : LATE 
JE ;log(— cot?(ar)] RU 


pour a => 0, etc. 


Question 8717. — Prouver que l’expression 


Se € E ski] 
e TR à: 
er) 
se ramène à celle-ci 
Asinx + BD,snx, 


À et B étant des constantes. 
Trouver les valeurs de ces constantes. 


(Solution par le professeur Mathews, B. A.) 
TOME XLVII. 


Question 8863. — Déterminer les intégrales définies 


Ja dr f dx 
; sin(æ+p) HS Sin ren) 


en supposant que p soit une quantité imaginaire quelconque. 


(Solution par l'Auteur.) 


La détermination de ces intégrales définies s'obtient comme con- 
séquence des résultats suivants auxquels conduisent finalement les 
méthodes élémentaires. 
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Soit a une quantité réelle, positive et différente de zéro, on à 


FE dx FR dx FT eT 
sin(t —1a) 0 sin(æ +1a) = 00 EsR 


À dx dx ù 
(11) J Prusse Ve ———— = {Larctang et. 
rx Sin(æ—1a) r"SIn(T +14) 


Remarquons ensuite qu’en remplacant & par une variable ima- 
ginaire 4 +8 dont la partie réelle soit positive et différente de 
zéro, et par conséquent dans toute la région au-dessus de axe des 
abscisses, les diverses intégrales définies sont des fonctions holo- 
morphes de cette variable. Observons maintenant que 3 étant à 
l’intérieur: d’une circonférence de rayon égal à l’unité et dont le 


\ SES . I +3 . 
centre est à l’origine, la fonctuon log — et arc lang 3 sonL aussi 


holomorphes. Or on oblient, en posant 3 — et, des valeurs qui 
remplissent celte condition, et l'extension des relations (1) et (II) 
à toutes les quantités à — 4 + 1$, où & est positif et diflérent de 
zéro, est la conséquence immédiate de la proposition bien connue 
de Riemann : Deux fonctions, uniformes, holomorphes ou n'ayant 
dans une aire donnée que des discontinuités en nombre fini, sont 
égales en tous les points de cette aire, si elles coïncident le long 


Le 


d’une ligne de grandeur finie. 


TOME XLVIIT. 


Question 9072. — On demande de prouver que l’équation 


transcendante 

ifœm+ ati) Hi 

TV RTE Mr ANS El 
UE em D 2e met 0 


où a désigne une constante réelle quelconque, n’admet qu'une 
seule et unique racine réelle de même signe que a, et moindre en 


valeur absolue que le logarithme népérien de V2 HT 


tin 2 RARE 
true 


(Solution par A.-R. Johnson et D. Edwardesi). 


0-60 -m——— 
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Annali di Matematica, 3° série, t. V, 19071, p. 57-72. 


Paris, le 10 mai 1900. 


mon travail touche de près au vôtre, puisqu'il concerne la 
relation 


f(a+zx)= f(a) + LA f(a)+ PE D fa) CRUE 

dans les cas où elle a lieu, et où je suppose Aa — 1. Elle donne le 
type de ces fonctions qui sont complètement définies par les 
seules valeurs entières de la variable et vous remarquerez son 
caractère essentiel de conserver la même forme, lorsqu'on prend 
_ soit les dérivées, soit les différences finies, par rapport à &, de sorte 
qu’une seule égalité donne naissance à une infinité d’autres. Voici 
celle que j'ai obtenue; elle se rapporte à la fonction gamma et 
fournit une expression de son logarithme, d’une tout autre nature 
que la formule classique 


Sox? .: Sas 








log T(1+ x) =— Cx + 3 


d 


qui suppose le module de la variable inférieur à l’unité, et où les 

: ] I , 
coefficients S, — 1 + Bean + SO nt des transcendantes numé- 
riques. La méthode, comme vous allez voir, est on ne peut plus 
facile; elle a son point de départ dans la formule 


. POP er er 1 dy 
gra) f [Een] 


HIT: 34 
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J'en üre d’abord la relation 


0 


logT(a+æ)—logT(a)= f | 


— co 


AY (eXY — 1) Ans 
a ———  — er | == 
(0 Anal 


et Je remarquerai que, pour Z=1,0ona 


0° | dy 
AlogT(a) 1 (ENS ti 
puis, par un calcul facile, 


: 0 
d 
Au log (a) = eay (er ip, 
ET Fe 
en prenant 
NET 
Cela étant, j'écris 


æ(T —1) 


ex = [1+(e)— ii) = 1 + 2 (er — 1) + (CETTE, | 





série convergente, la quantité 1—er étant moindre que l'unité, 
puisque la variable est toujours négative dans l’intégrale. Nous 


avons ainsi 


eXY— ] LCL EURE 

—— = C++ ————(e)— 1) +... 

ET il es | 
æ(æT—1)...(t—n+t 


e— 1) 14... 
102.1 ) 


et, par conséquent, 


logl(a+x)-—logT(a) 


0 0 
ET f (ear — ds 27 + T(x —1) eaÿ af En) EE +... 
Sr, V 12, rs he, 


— 


0 
S À eay (er — A Re 
LAN LOS ÿ 


: ) 2 ‘ ns x F2 £ 
el enfin, d’après la remarque précédente, 


log T(a+zx)—logT(a) 


= xAlogT(a) + EE log T'(a) +... 


DL) CCC MEET À, 
RE TA nl Nat 
Li = 98 E(aes 
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ou bien 


| æ(æ — 1) 


log T(a+x)—logT(a) = xloga + Aloga +... 
45 


D EN PRE) 


Aù-1loga +.... 
100 


Il est clair que à doit être supposé positif pour que les inté- 
grales aient un sens; cette condition admise, la convergence est 
démontrée comme conséquence de la formule du binome pour 
toutes les valeurs positives de +. Vous voyez qu’en faisant a — 1 
afin d'obtenir log l'(1+ x), le calcul des coefficients se fait bien 
aisément et par de simples soustractions avec une table de loga- 
rithmes. Sous forme PE lores on peut écrire 


logT(1+ x) — De. een), 
Po does bee 


et J'observe surtout qu'ils sont tous de même nature, tandis que 
les quantités S, s'expriment par les puissances de x si n est pair 
et représentent pour »2.impair des lranscendantes plus complexes. 
Je n’écris pas les égalités semblables qu’on obtient en prenant les 
dérivées par rapport à a; je remarque seulement que la différence 


L 


finie donne 


AÂloga +... 


æ(T — 1) 
I 


fe 
log(a+ zx) = loga + —A log a + 


et que, en prenant les dérivées, on obtient les éléments simples 
des fonctions uniformes d’une variable. Mais leur expression, par 
la formule d’interpolation à laquelle on serait ainsi amené, n'a lieu 
qu'en supposant la variable positive el sous la restriction que les 
‘pôles soient représentés par des quantités réelles négatives, ou par 
des imaginaires ayant leur partie réelle négative, c’est-à-dire que 
les pôles se trouvent tous dans le demi-plan, à gauche de l’axe des 


ordonnées. 
Paris, 19 mai 1900, 


.. Voici une généralisation qui va faire disparaître, s’il existe, 
tout le prestige du cas particulier de log l'(z). Je considère, avec 
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Laplace et Abel, les fonctions définies par l’égalité suivante 
P Ù P $ 


Ë 0 
(1) P(x) af o(y)exXr dy, 


et je remarque qu'on en tire 
0 


P(a+a)—B(a)= [ -e(y)(er—1en dy, 


ce qui donne, pour æ = 1, 


0 


(2) s B(a)= f g(y)(er—1) er ay, 

puis | Es | 
0 

(3) | am@(a)= [| e(y)(er= ne dy. 


J’admettrai que la première relation ait lieu pour toutes les 


valeurs positives de x; il en sera de même de celles qui suivent 
sous la condition de «a >> 0. Cela étant, on aura cette expression 
par la formule d’interpolation de Newton 


(æ—1) 


P(a+æ)=P(a)+=Ad(a) += AP(a)+.... 


Elle s'établit, en effet, en partant encore de l'identité 
eXY=(1+eY—1)7, 


et de la série convergente qui en résulte 


5 TX —1 
(4) c29 NE (021) EE Re 
si l’on suppose æ positif et y négatif, en sorte que e” — 1 soit en 
valeur absolue inférieur à l'unité. Nous pouvons ainsi l’employer 
dans l’intégrale 
0 

Î g(y)(exY—1)etr dy 

© — © 
et, au moyen des égalités (2) et (3), en conclure sur le champ le 
résultat annoncé. 
Une conclusion semblable a lieu s1 l’on considère la fonction 


0 
P(æx) = [e(r)e+g(y)] dy, 








ï 
| 
| 
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car on a comme tout à l'heure 
0 


P(a+r)—H(a) an p(y)(eXY— 1) ear dy. 


Soit encore 
0 
É(a)= f [o(r)e + roi) +o(ry)] dy; 


nous trouverons dans ce cas 


* 0 
P(a+æ)—@(a)= f p(y)[(err— 1) ea + x pi(y)] dy. 


Il vient par suite 
n» 0 
A®(a)= | p(y)[(e—1)er+o(y)] dy, 


puis, à partir de n — 2, 
0 


Ada) = f g(y)(er— ren dy. 


Cela étant, l'emploi de la série (4) donne de nouveau 


P(a+zxr)=Db(a) + La ga) + ED arg(a)+…. 


Cette formule s'applique au terme complémentaire J{(x) de la 
série de Surling, dans la relation 


log T (x) — (x =) logæ — x + log ÿ2r + J(x), 


puisqu'on a 


« Y = 
J(x) = f a A DA a lan Este 


dy. 
SR 2J1(er— Du 7 


Mais alors s’introduisent les différences successives de la quantité 
Ï 
J(a+1)—J(a) — (a+ :) log(a +1) — (a— :) loga. 


On peut aussi l’employer pour log (x), d’après la formule 


0 MA Re” s 
Lgr(e)= [ [EE 090], 


et retrouver l'expression plus simple à laquelle J'étais parvenu, où 
entrent seulement les différences de log a. 
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Saint-Jean-de-Luz, le 8 juin 1900. 


J’ajouterai une remarque concernant la fonction (x), 


définie en posant 


(x) al Lezr e(y) + æ ei(y) + w(y)] dy, 


et pour laquelle on à la relation 


D(a+æ)=d(a)+ Lab(a)+ PE wa) +... 


Je pose 
1= [ œta+a) dæ, 

10 
ce qui sera l’intégrale de Raabe généralisée, et J'établis que pour a 
très grand la valeur asymptotique de (a) est donnée par l’ex- 
pression 

re = A P(a). 

Soit, à cet effet, 
Pa) = 1 — =AD(«) + I(a); 


les égalités suivantes 


0 


[wte+a)ar = f [er + (a+) a (7) +0) dy. 


0 


P(a) — 1 [etr o(y)+aw(y)+va(y)] dy, 


— © 


0 
aD(a)= f. Cetro(y) (Ce —1) +ei(y)]dr, 
conduisent, pour ce terme complémentaire à Z(a), à la formule 


0 : ; nu 


Fe LU 4 


La variable y étant négative dans le champ de l'intégration, 
vous voyez que /(a) s’annule en supposant à infini; ce qui dé- 
montre la proposition énoncée, si connue dans le cas de 


P(a)=logr(a). 
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Je dois à M. Lerch la remarque importante que, si l’on intègre 
entre les limites x — 0 et x — 1 les deux membres de l'égalité dont 
je lui avais donné communication 


D: PE, 
logP(a+x)=logT(a) + —loga + PE Ds log +..., 
4 
et qu'on pose 
1 
T(T—1)...(æ—n + 
Xn — [ AR RER Sr 
FR 1ÉOR CT 
on en tire, en remarquant que 4, — 2 
2 


I 
log T(a) — J— -loga—aaloga— 334? log a —,... 


Ce résultat est fort remarquable; il met en évidence la valeur 
asymptotique de log l'(&) représentée par la quantité 


J — = loga = (a) loga — a + log ÿ27, 


et le terme complémentaire 


J(a)—=—34loga—a13A?loga—..., 


s'exprime par les différences de loga, au lieu des différences de 
I 1e 
(a+ 4 log(a + 1) — (a — =) log a, 
2} 2, 


auxquelles j'avais été amené. 

Il ouvre de plus, m'a écrit l’éminent géomètre, la voie pour 
obtenir la composition des nombres de Bernoulli avec les quan- 
tités du. 

Mais j'ai cherché autre chose, je suis revenu à la fonction plus 
générale 

0 
P(x) = Cerp(y)+zp(r)+ p(y)]dy 


et à la relation ; 
$ b(a)=1—=AP(a)+I(a). 


En écrivant le terme complémentaire de cette manière 


Ô nr n Vie ü 
Ia)= [ een) [ = (TS 1) dy, 
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jai recours à la série suivante 


Z 


— —= 1 + W3 + Wo3? +.. 
log(t + 3) rs AN 


qui est convergente lorsqu'on suppose le module de 3 inférieur à 


l'unité. Soit 1 + 3 — e’, on en lire l'égalité 


CEA 


» 





— I] = W(e)—1)+wi(er —1)+,.., 


valable par conséquent pour y négatif ; en remarquant que le coef- 


, ; CO ERES ; à 
ficient w, est égal de 1l vient ensuite 








EYE Er AA | 
; —( —1) =—w(e 0 wife 1. 
2 V'a | 


et l’on en conclut 


(a) = dl eayÿ(e— 1)" c(y) dy. 


Il faut prendre dans la somme du second membre nr = 2, 5, 
en excluant la valeur n — 1, nous avons donc 


I(a) =— w24? P(a)—w3 A8 P(a) —... 
__ A?®(a) mr DEA à 19A* (a) 3A5 (a) 
PÉRE 2f 720 160 


Cette formule généralise la relation de M. Lerch, elle a lieu pour 
toutes les valeurs positives de a et j'observerai que les coeffi- 
cients W, se ramènent à &,, au moven de l'égalité 


F4 


1 
(1+ 3)2 dr = — —, 
JL log(1+ 3) 
en développant les deux membres suivant les puissances de 3. 
Je sors ainsi de la question d'interpolation que j'avais en vue, 
mais en restant dans le domaine des séries où entrent les diffé- 
rences finies d’une même fonction. Bientôt JY reviendrati.... 


Saint-Jean-de-Luz, le 10 août 1900. 


Je viens vous mentionner une application de la formule d’inter- 
polation à la fonction 6(s) de Riemann, ou même à l'expression 
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plus générale qui a été l’objet des beaux travaux de M. Lerch et 


de M. Mellin, à savoir 





| | L I 
É R(G, $)= — + ———> + —— 
! as) (a+H1} » (a +5} 


On a, comme vous savez, 


I DORE LTD 
Re piété 


rs) /, [— ex 





mais 1] existe une autre formule dont je fais usage, et que je ure 
de la relation donnée par Abel 


PA MR CONE 1) ., 
ND L ® f(a—ix)—f(a+ix) 


Soit 
I 
f(x) = m6 
on en conclut l’expression suivante, qui est d’une grande impor- 


tance, 
1 + f (a—1ix)S—(a+ix)- 


—— + — 
(s — r) as-1 au CE?RT.T) 


(D R(a,s)= 
40 

Elle conduit, en effet, à l’extension à tout le plan de la série 
qui n’a d'existence qu'autant que la variable s est supérieure à 
l'unité. Elle montre que cette série donne naissance à une fonc- 
tion uniforme, si l’on convient de prendre dans l’intégrale, pour 
toute valeur de $, ce que l’on nomme la détermination principale 
des puissances (a — ix)*et(a—+ix)*. Elle fait voir encore que 


cette fonction uniforme a un seul pôle s —1 provenant du terme 


L( , , 
+: le développement en série 





(s —1)as-1? 
a log a + = log? a + 
(s—1)as-1  s—1 “ 2 à Et 
sf : d du) I 
suffit ensuite pour établir que la différence Ra, s)— —— est 


une fonction holomorphe. J’observerai en dernier lieu qu'ayant 


I I 
1) log(r- e 2e 
er] MA g( ) 
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on peut écrire au moyen d’une intégration par parties 


11 (a RE RE AU EEE | | 
f t(e2RX — 7j) 


co 


= 5 fl'ica—irysi+(a+iersijlos(—e")4, M 
Na 


et conclure de cette nouvelle expression 


RTA VE : 


= ——  —— 7 — 
(s —1)as 1 2 as 


a 


— — [(a—ix)s-1—(a+ix)s-1]log(1— e-?27x) dx, 
2T J, | 


les deux premiers termes, trouvés par M. Lerch, du développement 
de Ra, s) suivant lés puissances croissantes de s. Nous avons, en 
elfet, 


I I I I 
—_— © + — == —a+Ss a— +) loge — a +..., 
(s—1)as-t 2a$ 2 2 


en négligeant le carré et les puissances supérieures. 
Remarquant ensuite qué lintégrale 


el 


2% [(a— ix)-1+(a+ix)-1]log(r — e-?7x) de, 
2e, 


revient à la suivante 
I * alog(i — e-27x 
L AIO CSP 
m 0 a? + T° 


qui est précisément le terme complémentaire changé de signe de 
la série de Surling, nous avons l'égalité 


R(aTS)ES = = d+S (a loga— «| 


+ s [log T(a) — (a — =) loga — a — log vs | ; 
et en réduisant | 


Rigide 


I 
#} 


— a+ s[logT(a)— log Var]. 


À ce résultat il convient de joindre celui qu’on ure de la for- 
mule 


R(@, 5 1) 2 : D, R(a,s), 
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en différentiant la relation précédente par rapport à &. Nous obte- 
nons ainsi 





L! $ 
Ra; s+i)=- 

( 5) ) S T(a) 
ou bien en changeant s en s—1, et par conséquent pour des 
valeurs de la variable voisines de l’unité 


I ['(a) 


S —1! F(a) 








Ras) — 


comme l’a encore trouvé M. Lerch. 

Après ces remarques, j arrive à la conséquence à tirer de l’équa- 
tion (1) relativement à la formule d’interpolation. Elle découle de 
la transformée de l’intégrale 


14 (Ii) S—(1+ixYS Fe 
0 


L(e?Tx — L) 


qui s'obtient en faisant æ = a tango, et au moyen des égalités 


. 7 
1+1tango = —— 
87 ei?" 
: 2 
I— 1tAng ou = ——————. 
Re 1 + e?1? 
Cette transformée est, en effet, 
Te 
l (1H e2ip}s— (1 + ei )s 
25 as—1 s L(eTalang — 1) + 
de sorte qu’en faisant pour abréger 
Te 
] é sinon" do 
Les à cos2o (era lang p 1)" 
on est amené à la relation suivante 
( [ l S s(s—1) 
= ARS CE A AT —_——— J, +... |. 
RE N (s—1)as-1 Tous  2tast É SRE RE : 


C’est l’expression par la formule d’interpolation que j'avais en 
vue d'obtenir, mais elle suppose essentiellement la convergence 
du développement de (1+ e?#), et n’est démontrée que pour des 
valeurs positives de la variable. 
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Permettez-moi encore une remarque sur cette question difficile 


autant qu'importante de la représentation analytique de la fonc- 
uon R(a,s). 
Revenant à la formule 


e— ax pSs— 1 dr 
R(a, s) = en peer TS M 5 


j'en tire, en y Joignant les égalités 


l 1 ÿ AT 7yS—2 
(sat T6) CINE 
É LA 





I I 





la relation suivante 


pe) 
RAIN ER s e— ax gs—1 _ JE CTRSRER dx. 
| CS A) ENS AA PER PR LE EPS 


Cela étant, j'emploie en y changeant x en — x, la série dont 
J'ai déjà fait usage, elle devient ainsi 





sr 


l [ 


I 
ee EU de + Wie X—1) +... +w,(e Tr —i)+..., 


et au moyen de l'égalité 


I . 
RER se pi —d4x —X _— mn ys$s—1 
A Te ot e4x( e 1) xs, 


jen conclus immédiatement le nouveau développement 


[ I 





l t4 
RÉGIE) EE 7 HOT SH OISE RSS 
(Ss — 1)as 24 a: a: 
I 1 LA I I 
(s—1)as-t 2as 2" AS [2 1440 
1 I 1 EL e I 
D LAN DR SAR EE RES é 
D'IAMC 720 100% 0? 


24 août 3900. 


Je viens de remarquer qu'une généralisation bien facile de l’in- 
tégralé ; | 


dx (a — LE) JTE Le 
0 


u( e?Tnx er 1) 


TT 


D 7 
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conduit encore à une application de la formule d’interpolation de 
Newton. Ne m'étant pas servi, en effet, de la forme particulière de 


LU , 1 » L . A 
la quantité Er il est clair qu'on peut traiter de même l’ex- 


pression 


vb O(x)[(a—1ix)s—(a+ix)s]dxr. 
0 
Mais afin de ne pas complètement me répéter, je poserai 
e(s)= f O(æ)(a+ix)ys dx, 
0 


et la substitution x — «a tango donnera 


T 


| ÉEREY AQREeOnNERse 
0 


* 2: 2; 
25.481 cos? v 


cela étant si l’on écrit 


LE 7 — do 
0 


cos? ® : 


A 


1 


nous avons l'égalité 


s(s — 1); 


À S 
(2a}ÿ O(s) = Jo+ di + 1 


Joe 

qui se trouve établie avec la restriction de s positif. Une remarque 
maintenant sur les coefficients J, qui figurent dans cette formule. 
Le premier J, est seul indépendant de à, si l’on suppose, ce que 
jadmettrai, que la fonction 0(x) ne contienne pas cette quantité. 


Nous avons, en effet, 


a 


tee af Ü(a tango) do 
0 


s? 
cos? © 


He (re. 


Les autres, comme je vais le faire voir, s'expriment tous expli- 
citement, sous une formule simple, au moyen de 


a(1) = f 0(æ)(a +ix) 1 dx 
0 


Le = (Jo+ 34). 
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Qu'on fasse en effet pour un moment, 
| p(s)=(2a}e(s), 
il est clair que J, sera la différence finie d'ordre n de cette fonc- 
.. les 


tion, pour s = 0, en prenant As — 1. Désignant par n,, n», 


coefficients binomiaux, nous aurons donc 
Ja=vp(n)—nmyo(n—1)#mq(n—2)—:.#+C106e(0), 


ou bien, si nous renversons l’ordre des termes, 
p(0)— rm o(1) + n29(2) —-...+(—1)"o(n): 


(1) 97 


= 041): 


on en conclura, pour un entier Æ quelconque, 
— 141 D£-1 
( 1) (42 (a) Les O(k) 


T(Æ) 


D;71 (a) 


de sorte que nous pourrons écrire 
T(2) 


Ni P(I)— No 0(2) +... + (—1)25 o(n) 
D,, æ 
= n(24a) P(a) + n(2a} D +...+(2a) 
J'’observerai que le second membre de cette égalité est le coeffi- 
6 I ; 1 
cient du terme en PA dans le produit des deux facteurs 
- | D, D D? 
P(a+r) = Da) +rT Fee) + ai = sa 
l(2) (An) 
( 24a\ (=) 2 a \? foa\?” 
PM ES Ce 
Hay æ 7: CHE 


Nous avons donc la formule 
(= 1)1J,= (0) = F(c&), 


où F(a) représente le résidu correspondant à la valeur x = 0, de 


l'expression 
24a\? 
( 7 nn) P(a+x); 
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c’est le résultat auquel je voulais parvenir. En revenant ensuite 
à R(a, s) et aux coefficients J, qui figurent dans l’équation (2), 
on trouve que (—1)*J, est le résidu de 


24€ \ n 
(i+ mn: DERRE 


où J(a) est le terme complémentaire de la série de Stirling. 





EXTRAIT 


D'UNE 


LETTRE À M. E. JAHNKE: 


Par M. Cu. HERMITE. 


Archiv der Mathematik und Physik, 
PSE LU OISE 20 


. Vous me permettez peut-être de vous dire dans quel sens je 
désirerais voir se diriger l'influence, l’action de votre nouvelle 
publication. L'enseignement, même très élémentaire, peut mettre 
à profit les œuvres de génie lorsqu'il arrive qu’elles concernent 
directement son objet. 

Prenez, par exemple, l’idée de Dirichlet, à la fois si simple et 

si profonde, concernant les minima des fonctions linéaires à indé- 
terminées entières, n’est-elle pas exposée avec la théorie des frac- 
uons continues? 
Bacon de Verulam a dit que l’admiration est le principe du savoir; 
. Sa pensée qui est Juste en général, l’est surtout à l’égard de notre 
science, et je m'en auloriserai pour exprimer le désir qu’on fasse, 
pour les étudiants, la part plus large aux choses simples et belles 
qu'à l'extrême rigueur, aujourd’hui si en honneur, mais bien peu 
attrayante, souvent même fatigante, sans grand profit pour le 
commençant qui n’en peut comprendre l'intérêt. Nos professeurs 
de lycée consacrent beaucoup de temps à définir laborieusement, 
péniblement, les racines carrées, cubiques, etc., des nombres 
entiers, et ne disent rien, parce qu'ils ne peuvent rien dire des 
racines des équations du troisième, du quatrième, degré, -etc., 
à coefficients entiers, qui réclament aussi le droit à l’existence. 


LA 


| 


| 
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Le luxe et la misère sont ici qui se touchent de trop près, et 
à l’égard des irrationnelles numériques, j'aimerais bien mieux 
apprendre aux commençants, ce qui agrandirait leur horizon, sans 
leur demander d'efforts, la démonstration aussi simple qu’élégante 
de Wantzel que la somme d’un nombre quelconque de radicaux 
carrés, cubiques, etc., est incommensurable, comme chacun de 
ses termes. 

Je pourrais invoquer bien d’autres exemples, à l’appui de la 
préférence que je donnerais, en principe et surtout au début, à la 
science attrayante sur la rigueur, mais en ce moment il me faut 
vous dire un mot du prochain article auquel j'ai songé, et que, sans 
mon indisposition, j'aurais rédigé pour vous l'envoyer. 

Îl aura pour titre : Sur une équation transcendante. Il con- 


cerne l'équation 
tan ur 


traitée par Cauchy dans ses anciens exercices, et aura pour objet 
de démontrer ce que le grand géomètre se borne à énoncer, que 
toutes les racines sont données par la formule 


Er I I 2 L 
TT à — — 
: LES ol > AO SE EN Pi 
2 É 2 
en Supposant ñ — 0, +1, € 2, etc. Je le généraliserai un peu, en 
considérant, au lieu de tang x — x, l'équation 


sn T 


D; 





HAT 


ce sera pour répondre à votre bienveillante demande, en attendant 
MIEUX... 


Paris, 25 novembre 1900. 


TUNIS SE 35 


SUR 
UNE ÉQUATION TRANSCENDANTE 


Par M. Ca. HERMITE. 


Archive der Mathematik und Phystik, 
JS UNI, MOOD AU 


On trouve, dans le premier Volume des £xercices mathéma- 
) P 
tiques de Cauchy, un Mémoire d’une grande importance, ayant 
pour tre : Sur la nature des racines de quelques équations 
transcendantes (Œuvres, 2° série, t. VI, p. 354), contenant ce 
? ? ) SA 
beau résultat que les racines de l’équation tangs = 3 sont repré- 


sentées par la formule 


NCATEEUT 2 2 2 3 
HS 2 (an+i)r 3 [(2n +1) 


13 a 5 146 2 17 
19 [2(2 +1)r 105 [(22+1)r AI 


en attribuant à n toutes les valeurs entières positives et négatives. 
Le rôle de cette équation dans la théorie de la chaleur m’a engagé 
à en chercher la démonstration, et j'ai remarqué qu’une méthode 
entièrement élémentaire conduit à une conclusion toute semblable 
sur la relation plus générale 

| sn z 


_. 
— #4; 


cnz dnz 
ou bien 


Je vais l'indiquer en peu de mots dans cette Note. 


Soit, à cet effet, 
F(z) = snz — 3D;sn3z; 


SUR UNE ÉQUATION TRANSCENDANTE. 


Ut 
=» 
1 


nous aurons, pour la dérivée, l'expression suivante, 
EF'{z) = — 3D2snz, 
qu'on peut mettre sous cette forme, 
F'(z) = zsnz(4?cn?z + dn°?2). 


Elle fait voir que les racines réelles de la dérivée sont unique- 
qui est racine double, et z—2nK,; où n—+1, 
Æ 2, .... J'ajoute qu'ayant 


F(z+2nK)=(—1)t[snz—(3+2nkK)D;snz], 
et, par conséquent, si l’on fait z = 0, 
F(2nK)=(—1)+t2nK, 


il est prouvé que la substitution de deux racines consécutives de 
la dérivée, dans le premier membre F(z), donne des résultats de 
signes contraires. L’équation proposée, en outre d’une racine 
triple qui est nulle, en admet donc une infinité d’autres, toutes 
réparties entre les deux limites 22 K et (27 + 2)K; ce sont leurs 
valeurs sous forme de développements en séries, que Je me pro- 
pose maintenant d'obtenir. 
Soit, pour cela, 
z=(2n+1)K—6À, 
on trouve l’équation 


k°? sn? 


r 
<] Tue. 


K 


— [(22 +1)K — 





Cette nouvelle égalité peut encore s’écrire 
| (on +i)K = + ——>, 


et nous pouvons alors lui appliquer la série de Lagrange concer- 
nant la relation générale 
| = a+af(t), 


lorsqu'on fait la supposition de a — 0. Pour cela nous poserons 


1 
E ; Dr EURE ST 
L (an +1)K° 


P21 
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nous multiplierons les deux membres par € et, en faisant 


LAS CCR C 
ICI ER K2snt ? 


nous obtiendrons précisément cette forme analytique, d’où l’on 
tire 


pe aÿ(a ee DER ECS 


1.259 


On observera, en en faisant l’application, que la fonction FE) 
étant paire, les dérivées d’ordre impair des puissances de f(a) 
disparaissent pour a — 0; la série ne contient donc que des puis- 
sances impaires de &, et ses divers termes se calculent sans peine, 
en partant de l’expression 

f(a) = a? + HUMIDE PIE - PE 

Ayant, en effet, 

(LR Aa is (a ROSES 
210 22:33 

(1 + 30 4? + 30 ki + XS )af 

SR 


log sn a = log a — 


nous en concluons 
(2— 4k?)a? (1—1642+ Æt) at 
3 32.5 
(2 + 6042 + 604! + K6)as 
33,007 


k2 f(a)=1+ 


et l’on en tire 


a (2— 442) 13 — 4842 + 53 £t)aÿ 
EE PE ne LP ME LA LL 
k'"? 3 k'$ 15 410 
Il en résulte, pour l’expression des racines de l'équation con- 
sidérée, | 
shz—zcnzdnz=o, 
la formule 


3 (an DK ER REP 
RE (2n+1)#2K  3[(2n2 +D£2KF  1w5[(22 +1)42KF5 
_: 2(219 — 1642424 1328 kt— 183946) 


315[(22 +:)£?2K) Fi 


qui donne bien, lorsqu'on fait £k = 0 et K — _ le résultat de 


BAR TR EN 1,0 GR Et MR 138. NOTE de 17 Œ: « ab 
d 27 FRET \  - à s 
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Cauchy concernant l'équation 
tang 3 2 


C’est dans le problème du refroidissement d’une sphère qu'on 


la rencontre; elle s'offre aussi dans une question plus élémentaire ; 


sin 
20 
T 





quand on cherche les maxima et minima de la fonction 
donne lieu alors à une remarque à laquelle je m'arrêterai un 
moment. 

Nous avons, en effet, 


D sein? LT COST — sin Tr 
æ = POUSRES TER FITNESS | 
æ a? 





et l’on voit facilement que les maxima et les minima correspondent 





. Sn? ° > Û pue 
aux racines pour lesquelles est positif ou négatif. En dési- 


gnant les premières par a et les autres par b, on aura ainsi 








sin 4 I 
7 Dre 
NOR a 
DER 


Nous observerons encore que les maxima formant une suite 
décroissante, on a, pour des valeurs positives de x, l’inégalité 





Sin & sin( a + x 
_ sin(a+z) 


a a+ x 


et l’on trouverait semblablement la relation 


sin d sin(b+ær) 
b b+x 


Nous pouvons aussi poser 


sin æ sin Ë 


“2 < 








entre les limites + — o el x — Ë, cette quantité £ ne dépassant pas 
la valeur à laquelle correspond le premier minimum. On peut 


donc prendre £ — = d’où cette limitation 


x 27 
SINT > —): 


L 
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qu'il n’est pas inutile de joindre à la relation sinx < x, dont il 
est continuellement fait usage. 

J’en donnerai une application en cherchant l'expression dd 
terme complémentaire R, dans la série élémentaire 


VAI æ?2n—1 


FH) ATOUT (22) 





SInP=r — 


He MAR 


où l’on a 
I À : 
Re ras Je (2— y} 1 sind: 
F 0 


Attribuons à æ une valeur positive quelconque, mais moindre 
que 7, afin que sinx soit aussi positif; nous pouvons écrire, avec 
un facteur 0 1, 


a?n+1 T(2 n) 


ÿ A 2 27—1 c] = si 12 2n—1 _ 
) (Tr 504) siny dy =0 fl (æ— y}1-1y dy rare est 


et l’on en conclut 


a?n+1 

Rp es 

F(2n +2) 

a: 
Limitons davantage la valeur de x, et supposons x < = ; l'iné- 
galité précédente 

2T 
sin > — 


donnera la relation 


fo y siny > f (æ— y}?-1y dy, 
ES 0 


et l’on en conclut 


ur 9 æ?2n+il 
He TU ipa. CET ete 
r l(2n +) 


Pour obtenir un résultat semblable à l'égard de cosx, nous par- 
urons de légalité 
ES Z 


æ? 
COST = — —— +, ..+(—j)r1 


(3) HN NES 


C(on =1x 


et de la formule 


BR; ALESIS [ es n— 
La ET) St a "sors 
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Nous aurons ainsi 


a2n 
HET EE 
Te T(an +1) 
el 
D] x? 
R, > 


T Mons)" 


est peu 


118 


limitations assez voisines, en remarquant que le facteur 


= 


différent de l’unité. 
Je remarquerai, en dernier lieu, qu'aux conditions dont je viens 
de faire usage, 
sinx < ?, 


: Me 
SIN > —» 


de 


on peut encore Joindre les suivantes : 


tangr > x, 
4æ 
tang Tr < ver 
L 


ris 
la seconde supposant x < =. 
4 


Paris, 17 décembre 1900. 





SULLE FRAZIONI CONTINUE 


Nora p1 CH. HERMITE (Pari). 


Le Matematiche pure ed applicate, 1. 1, 1901, p. 1. 


… Oggetto della teoria delle Fraziont continue di è lo stabilire 


che1l processo Euclideo per ottenere la massima commune misuro di 
due grandezze, conduce ad una rappresentazione approssimata del 


. . . . . mm 1 
Joro rapporto mediante una serie di frazioni —; e tale che l’errore 
7 L 


A . . 4: h 
sia, 1n valore assoluto, minore di a 


Questo risultato, che & della massima importanza nellanalisi, 
richiede lo studio dell’algoritmo dedotto dal processo Euclideo, 
della lege di formazione delle ridotte e loro proprietà, e c1 si offre 
quale conclusione della teoria. 

Devesi per6 al Dririchelet un metodo semplice ed elegante per 
giungervi direttamente, a priori, e che schiude la via ad alt 
melodi di approssimazione delle grandezze irrazionali. - 

Tale metodo è di un cosi alto interesse sotto questo utolo, che 
mi sembra necessario introdurlo nell’insegnamento ; tanto più che 
la questione s1 troverà 1lluminata da luce più viva si sarà trattata 
sotto due punti di vista. Ë con questo scopo che io presenter6 con 
qualche leggiera modificazione il metodo del grande Geometra. 

Sia a una grandezza qualunque, reale e positiva, 2, un numero 
arbitrario. Indicando con E(x) il più grande numero intero conte- 
nuto in +, considero le n espressioni, 


n[a—E(a)], n[2a—E(2a)l, ..., n[na— E(na)|, 


che sono tutte minori di n. Si potranno presentare due casi : la 


LA 
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parte intera di una di tali grandezze è nulla; due fra di esse hanno 
parte intera. 
Nel primo caso si ha 


n[k£a—E(ka)]—2, 


essendo #  n ed & positivo minore dell’unità. 
Se poniamo k'— E(kd), ne concludiamo l’approssimazione 


Nel secundo caso tale approssimazione è differenza delle due 


espressioni | 
n[ga—E(ga)], ed n[ha—E(ha)], 


ed è, in valore assoluto, minore dell’unità. 
Supponiamo g > h e facciamo, 


k=g—h, k£'= E(ga) — E(ha). 
Otteniamo la seguente eguaglianza : 
n[ka—Kk'a|=n. 


Ma allora n à necessariamente negativo, giacchè altrimenti si 
ritrova appunto la condizione che si è esclusa, assendo g — } mi- 
nore di n. 

Sia € — — n; se ne deduce 
CTAE € 


(6 Re 


RC Eny 
Al primo caso appartiene dunque l’approssimazione per difletto, 
al secondo l’approssimazione per eccesso, sotto la forma analitica 


che dà la teoria delle frazioni continue. 
Gennaio, 1901. 


N. B. — Prochainement (!) je vous enverrai quelques remarques 
complémentaires, et une petite Note sur le Produit d’une série 
quelconque par l’exponentielle ex. 


(:) Hermite est mort le 14 janvier 1901. L'article qui précède parait être le 
dernier qu’il ait écrit. DR LE 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE A M. LERCH. 


SUR LA FONCTION r(x). 


Bulletin international de Prague, 1895, p. 214-219. 


Paris, le 5 novembre 1894. 
... J'ai vérifié comme il suit la formule de développement de 
D; log l'(x) que vous avez obtenue à ma grande joie, 


D,logl(æ)sinræ + -cosrx + [log2x— l'(1)]sinrx 
| 2 





ut 
— } log SIN(27 +—I)TT. 
n+i 


Et d’abord en multipliant par 2 sin(2 x + 1)rx, j observe que lin- 


tégrale du premier membre, de x—=0 à x—1,seréduittà la 
quantité 


(1) 2sinrærsin(2n+i)ræ dlogT(x) 
+0 
1 l 
= ( cos2nræx dlogT (x) — [ cos(2n+2)ræx dlogT(æx) 
0 . 0 


Mais on a la formule 


0 
RER ex} eY 
D; log l(x) = [. (= ct F) dy 





et il suffit d'employer l'expression suivante 


1 
COS2N TX ET) ; V 


GENS Re 
4 À eY—1 Met (TEE 


et celle qui en résulte en changeant x en # +1, pour voir que le 
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second membre de l'éatation (1) est simplement 


0 
f | Ék V se 
nn a it ee NORD ft UP IS de FA 
; MN inTr) Nyon a2)r! 


ET |] 


Cela étant je remarque que l’on a 
J que q 


0 © 
(2nrT)? 


BA RER UT RR ET) 
A2+ (on)? 


f DR a SRE 
JS RNA 1) 2 


log 


de sorte qu'en définitive il ne reste qu’à supposer À infini, dans 


Pexpression 





À2+(on+9})7r? DT)... 
os | ) (nr) L 


I 
2 Ât+ (enr)? (2n+o2)r! 





et la limite donne bien votre résultat log = 


On doit exclure le cas de » — 0 dans ce qui précède, mais ce cas 
m'a particulièrement intéressé et Je vais y revenir. Nous avons 
alors 


1 
» sin?ræ dlogT(æ)= T'(1) —log2r, 
ë 


uis si l’on remplace 2 sin?rx par 1 — cos2rx 
P P P ) 


0 : 
[— e) 12 ! 
RES RE PRIE ER EN l = ['(5) — los 2r. 
de RL: | ME EE 


C’est une valeur de la constante d’Euler tout autre que l'intégrale 
Ï : 





PRÉFACE D'HERMITE 


A L'OUVRAGE DE VALSON : 


LA VIE ET LES TRAVAUX DU BARON CAUCHY. 


Nous espérons que les amis des sciences mathématiques n’ac- 
cueilleront point sans intérêt ce long et consciencieux travail, 
consacré à une révision générale des travaux de Cauchy. La place 
si considérable qu'occupe lillustre Géomètre dans la science de 
notre temps et l’importance des découvertes qui doivent sortir 
encore des méthodes et des théories qu'il a fondées, feraient sans 
doute désirer vivement une publication intégrale de ses OEuvres, 
éparses dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences 
et autres Recueils. Mais en attendant que le nom de Cauchy, 
l’immortel honneur de la science française, revive dans une telle 
publication, comme ceux de Laplace et de Lagrange, M. Valson 
aura rendu un important service, en donnant un guide qui permette 
ou facilite les recherches dans la multitude de ses écrits. Le 
dévouement à la mémoire du grand Géomètre pouvait seulinspirer 
un tel travail; nous ne doutons point qu'il ne soit reçu avec recon- 
naissance par tous ceux auquels cette mémoire est restée chère. 


PRÉFACE D’'HERMITE 


À L'OUVRAGE DE MM. APPELL ET GOURSAT : 


THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


Le Mémoire de Puiseux sur les fonctions algébriques, publié 
en 1854, a ouvert le champ de recherches qui à conduit aux 
grandes découvertes mathématiques de notre époque. Ces décou- 
vertes ont donné à la science du Calcul des principes nécessaires 
et féconds qui, jusqu'alors, lui avaient manqué; elles ont rem- 
placé la notion de fonction, restée obscure et incomplète, par une 
conception précise qui a transformé l’Analyse en lui donnant de 
nouvelles bases. Puiseux a le premier mis en complète lumière 
l'insuffisance et le défaut de ce point de vue où l’on se représen- 
tait, à l’image des polynomes et des fractions rationnelles, les 1rra- 
tionnelles algébriques et toutes les quantités en nombre infini qui 
ont leur origine dans le Calcul intégral. En suivant la voie de Cau- 
chy, en considérant la succession des valeurs imaginaires, les che- 
mins décrits simultanément par la variable et les racines d’une 
équation, l’éminent géomètre a fait connaître, dans ses caractères 
essentiels, leur nature analytique. Il a découvert le rôle des points 
critiques, et les circonstances de l'échange des valeurs initiales 
des racines, lorsque la variable revient à son point de départ, en 
décrivant un contour fermé comprenant un ou plusieurs de ces 
points. Il a poursuivi les conséquences de ces résultats dans l'étude 
des intégrales de différentielles algébriques. Il a reconnu que les 
divers chemins d'intégration donnent naissance à des détermina- 
tions multiples, ce qui l’a conduit à l’origine, jusqu'alors reslée 
entièrement cachée, de la périodicité des fonctions circulaires, 
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des fonctions elliptiques, des transcendantes à plusieurs variables 
définies par Jacobi comme fonctions inverses des intégrales hyper- 
elliptiques. 

Aux travaux de Puiseux succèdent, en 187, ceux de Riemann 
accueillis par une admiration unanime, comme l'événement le plus 
considérable dans l'Analyse de notre temps. C’est à exposition de 
l’œuvre du grand géomètre, des recherches et des découvertes 
auxquelles elle a donné lieu qu'est consacré cet Ouvrage. 

Une conception singulièrement originale leur sert de nds 
ment, celle des surfaces auxquelles est attaché le nom de l’inven- 
teur, formées de plans superposés, en nombre égal au degré d’une 
équation algébrique, et reliés par des lignes de passage, qu’on 
obtient en joignant d’une certaine manière les points critiques. 
L'établissement de ces lignes est une première question de grande 
importance, rendue depuis, beaucoup plus simple et plus facile 
par un beau théorème de M. Luroth. S’offre ensuite la notion des 
surfaces connexes, de leurs ordres de connexion, les théorèmes 
sur l’abaissement par des coupures des ordres de connexion, puis 
la formation du système canonique des coupures qui ramènent la 
surface à être simplement connexe. De ces considérations pro- 
fondes et délicates résulte une représentation géométrique, qui 
est un instrument de la plus grande puissance pour l’étude des 
fonctions algébriques. Il serait trop long de rappeler toutes les 
découvertes portant l'empreinte du plus grand génie mathéma- 
tique, auxquelles elle conduit Riemann; j'en indiquerai seulement 
quelques-unes. | 

Longtemps avant les travaux de Puiseux, les points critiques 
s'étaient offerts dans la théorie des courbes algébriques, leur 
nombre déterminant la classe, ou bien le degré de léquation 
de la polaire réciproque. On avait reconnu que la classe d’une 
courbe s'abaisse lorsqu'elle a des points multiples et qu’alors 
des points d’inflexion disparaissent, mais ces résultats si intéres- 
sants restaient dans le domaine de la géométrie. Riemann joint 
la Géométrie à l’Analyse, en leur donnant une notion nouvelle 
et féconde, celle des substitutions où les coordonnées s’expri- 
ment en fonctions rationnelles de deux variables, ces variables 
étant aussi des fonctions rationnelles des coordonnées. Tantôt on 
a égard à équation de la courbe, on les nomme alors substitutions 


PRÉFACE A L'OUVRAGE DE MM. APPELL ET GOURSAT. 559 


birationnelles ; tantôt on en fait abstraction, on les appelle dans 
ce cas substitutions de Cremona, pour rappeler les beaux travaux 
que leur a consacrés l’illustre géomètre. Les équations en nombre 
infini qui se déduisent de l’une d'elles par ces transformations 
sont regardées comme équivalentes, leur ensemble forme une 
classe, et elles ont toutes un élément commun ayant le rôle d’in- 
variant. C'est un nombre entier que Riemann nomme le genre de 
la courbe et désigne par p; il est lié au nombre des points cri- 
tiques », et au degré m, par l'égalité n = 2(m + p — 1). 

La conception de classe des équations algébriques, celle du 
genre et la relation qu'on vient de donner comptent parmi ses plus 
mémorables découvertes; elles ont conduit à ce résultat imprévu, 
que les points multiples, qu'on n’avait encore considérés qu’en 
géométrie, ont en Analyse un rôle capital, comme éléments carac- 
téristiques des propriétés fondamentales des fonctions algé- 
briques. On a, en effet, ce beau théorème, que les équations d’une 
même classe se ramènent à une équation normale de degré p + », 
ayant un nombre de points doubles égal à + p(p — 1). En prenant 
l'énoncé sous la forme simple qui est due à M. Nôüther, et où 
n’entrent que des points doubles à tangentes séparées, j'en rap- 
pelle quelques conséquences. 

Supposons que p soit nul, l'équation normale est du second 
degré, ses coordonnées sont des fonctions rationnelles d'un para- 
mètre :1l en est donc de même pour toutes les courbes du genre 
zéro, qui ont le plus grand nombre possible de points doubles 
pour un degré donné. Ce sont les courbes antérieurement étudiées 
par M. Cayley, et auxquelles l’illustre géomètre a donné le nom, 
généralement adopté, d’unicursules. Supposons ensuite p = 1 
et p—2, ce nombre maximum sera successivement diminué 
d’une ou de deux unités; il faudra alors s’adjoindre la racine 
carrée d’un polynome du quatrième ou du sixième degré par rap- 
port à la variable auxiliaire. Les expressions obtenues par cette 
voie s'appliquent d'abord à l'intégration des fonctions algé- 
briques de genre p, c'est-à-dire de fonctions rationnelles de la 
variable et de la racine d’une équation de ce genre. Pour p — 0, 
ces quantités s’obtiennent sous forme finie; pour p — 1, elles se 
ramènent aux intégrales elliptiques; on voit ainsi quelle extension 
prend la méthode fondée sur l'emploi des substitulions, dont 
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l’usage était auparavant si restreint. Mais c’est dans un autre 
ordre de questions, dans le théorème d’Abel tout d’abord, que la 
notion du genre se montre avec toute sa portée et sa puissance. 

Abel avait fait la découverte capitale qu’une somme d’un 
nombre quelconque d’intégrales à limites arbitraires, de la même 
fonction algébrique, s'exprime par un nombre fixe d’intégrales 
semblables auxquelles s'ajoute une quantité algébrique et loga- 
rithmique. 

Riemann établit que ce nombre est le genre de la fonction; 1l 
complète ainsi l’œuvre d’Abel et donne à son théorème sa forme 
définitive par un énoncé d’un simplicité frappante. En même 
temps et au moyen de considérations géométriques, ‘1l parvient 
à la définition des intégrales de première, de deuxième et de troi- 
sième espèce, sous un point de vue entièrement nouveau, qui n’est 
plus celui de la théorie des fonctions elliptiques et démontre 
qu'il existe p intégrales de première espèce et p intégrales de 
seconde espèce, linéairement indépendantes. On sait que ce mé- 
morable théorème d’Abel a ouvert, avec la théorie des fonctions 
elliptiques, le champ de l’Analyse moderne. Jacob lui découvre, 
comme 1l le dit, son véritable sens, en généralisant le problème 
de l’inversion de l'intégrale elliptique, et definissant les fonctions 


de plusieurs variables à périodicité muluple qui ont un théorème 


d’addition comme les fonctions elliptiques. Güpel et Rosenhain 
résolvent les premiers la question de l’inversion dans le cas de 
l’intégrale hyperelliptique du premier ordre; M. Weierstrass en- 
suite la traite pour les intégrales d’ordre quelconque et obtient 
l'expression générale des nouvelles transcendantes. Les décou- 
vertes de l’illustre analyste, dans une question hérissée des diffi- 
cultés ardues propres aux fonctions de plusieurs variables, 
se placent parmi les plus importantes et les plus belles qui aient 
été faites en Analyse. À ses travaux succèdent ceux de Riemann : 
le problème de l’inversion des intégrales de foncuons algébriques 
est alors traité dans toute sa généralité, et ce sont de nouveau les 
fonctions holomorphes à un nombre quelconque de variables, ana- 
logues à la transcendante 6 de Jacob, qui en donnent la solution. 
Mais le grand géümètre part d’autres principes et suit la voie qui 
lui est propre; il emploie la marche de la variable sur la surface 
formée de plans multiples superposés, les lignes de passage entre 
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ces plans, le système des coupures par lesquelles elle est rendue 
simplement connexe; il tire de ces méthodes originales et pro- 
fondes d’admirables découvertes. 

Les: auteurs de ce Livre ont eu pour but d'enseigner ces 
découvertes : ils se sont proposé d'ouvrir un accès facile aux 
considérations nouvelles qui en sont le principe; ils se sont atta- 
chés à donner des explications détaillées sur la construction des 
surfaces de Riemann, sur la notion de connexion, à familiariser 
avec l'emploi des coupures, qui ont remplacé les lacets de Pui- 
seux, dans l'intégration des fonctions algébriques. 

Les plus simples de ces fonctions, qui dépendent de la racine 
carrée d’un polynome, et la surface à deux feuillets correspondant 
à cette racine sont considérées en premier lieu; leur étude sert de 
préparation aux théories générales. En suivant cette marche et 
commençant par un: cas particulier, on demande moins d’efforts 
pour acquérir l'intelligence de méthodes abstraites et délicates, 
et la difficulté est diminuée pour les aborder ensuite dans toute 
leur étendue. Dès le début, la notion du genre est donnée sous 
le point de vue entièrement élémentaire où s’est placé M. Weier- 
strass, la relation simple entre le genre et le nombre des lignes 
de passage s’offre alors comme d'elle-même; puis le théorème que 
sur cette surface les fonctions algébriques considérées sont uni- 
formes avec des discontinuités polaires en nombre fini, et sa réci- 
proque qui est du plus haut intérêt ; enfin, en passant de l’Algèbre 
au Calcul intégral, la définition et les caractères essentiels des inté- 
grales hyperelliptiques des trois espèces. Les mémorables décou- 
vertes de Riemann sur ces quantités sont exposées en détail, elles 
montrent avec éclat la puissance des méthodes qu’il a introduites 
dans l’Analyse. 

Le but essentiel de cet Ouvrage est donc d’initier à ces créations 
de génie, en exposant avec clarté les questions complexes de con- 
nexion, la transformation par des coupures de la surface à deux 
feuillets en surface simplement connexe, le rôle des coupures 
comme lignes de discontinuité, cette discontinuité donnant une 
origine nouvelle aux périodes de Puiseux, nommées modules de 
périodicité de l'intégrale, enfin les relations entre ces modules 
sur lesquelles se fondent la solution du problème de l’inversion et 
la définition des intégrales normales. Gette étude des intégrales 
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hyperelliptiques, où se succèdent tant d'idées profondes etfécondes, 
tant de beaux et importants résultats, est l’enseignement d’un 
nouvel Art analytique qui se poursuit dans un ordre de questions 
plus élevées où l’on considère les fonctions algébriques. sous le 
point de vue le plus général. La voie a été éclairée d'avance et 
s’ouvre plus facile pour le lecteur ; il retrouvera sous un jour plus 
étendu les mêmes recherches, et l'originalité de la méthode ne 
sera plus un aussi grand obstacle. Il acquerra aussi la connaissance 
des recherches récentes, des beaux travaux auxquels s’attachent 
les noms illustres de Klein, de Clebsch et Gordan, de Brull et 
Nôther, de Luroth, d’autres encore, qui ont ajouté aux décou- 
vertes de Riemann et les ont complétées dans des points essen- 
tels. 

Un de ces points consiste à ramener, par une transformation 
birationnelle, une courbe algébrique, quels que soient ses points 
multiples, à une autre n'ayant que des points doubles, à tangentes 
distinctes. Il est traité, d’après une indication recueillie d'Halphen, 
avec les développements que demande son importance. La re- 
cherche des intégrales hyperelliptiques s'exprimant sous forme ” 
logarithmique, qui a été aussi le sujet des travaux d’Halphen et 
de M. Picard, les applications à la Géométrie du théorème d’Abel, 
si fécondes et si intéressantes, celles qui concernent spécialement 
les quartiques planes, bien d'autres encore que je ne puis signaler, 
appellent lattention du lecteur. | 

Ce Livre rendra un grand et signalé service aux élèves des 
Facultés des Sciences, aux jeunes géomètres auxquels il s'adresse, 
en leur donnant, sans trop d'ellorts, la claire vue, l'intelligence 
complète de l'œuvre mathématique la plus belle de notre époque 
par la puissance de l'invention. Il les conviera à s’en inspirer et 
à suivre la trace des auteurs, M. Appell, M. Goursat, et de tant 
d’autres disciples de Riemann, dont les travaux, qui occupent 
une place considérable dans l'Analyse de notre époque, sont une 
application directe et immédiate des méthodes du grand géo- 
anètre. | 


PRÉFACE D'HERMITE 


A LA TRADUCTION 


DES ŒUVRES DE RIEMANN. 


(Paris, Gauthier-Villars, 1898.) 


L'œuvre de Bernhard Riemann est la plus belle et la plus grande 
de l’Analyse à notre époque : elle a été consacrée par une admira- 
tion unanime, elle laissera dans la Science une trace impérissable. 
Les géomètres contemporains s’inspirent dans leurs travaux de ses 
conceptions, ils en révèlent chaque jour par leurs découvertes 
l'importance et la fécondité. L'illustre géomètre a ouvert dans 
l'Analyse comme une ère nouvelle qui porte l'empreinte de son 
génie. Elle s'ouvre avec un vif éclat par la dissertation inaugurale 
si célèbre qui porte pour titre : Principes fondamentaux pour 
la Théorie générale des fonctions d’une grandeur variable 
complexe. Riemann a été, dans cet ordre de recherches, le conti- 
nuateur de Cauchy; 1l l’a dépassé, mais la reconnaissance des 
analystes associe étroitement à ses travaux ceux du premier élabo- 
rateur de la Théorie des fonctions, qui avait ouvert la voie et 
surmonté des obstacles longtemps infranchissables dont l’histoire 
de la Science a consérvé la trace. Les principes de Riemann sont 
d’une originalité saisissante; ils donnent, comme instrument à 
l'Analyse, ces surfaces, auxquelles est attaché le nom de l'inventeur, 
qui sont à la fois une représentation et une force nouvelles; ils 
mettent en pleine lumière, par les notions profondes de classes et 
de genres, la nature intime, restée jusqu'alors inconnue, des fonc- 
tions algébriques ; ils conduisent à ce nombre extrêmement caché 
des modules ou des constantes qui appartiennent essentiellement 
à chaque classe; ils définissent, dans le sens le plus général, les 
intégrales de première, de deuxième et de troisième espèce. Puis, 
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une éclatante découverte : la solution, au moyen des fonctions 6 
généralisées, du problème général de l’inversion de ces intégrales, 
problème résolu seulement dans des cas particuliers, et au prix 
des plus grands efforts, par Güpel et Rosenhain, pour les inté- 
grales hyperelliptiques de première classe, et par Weiersirass, 
pour les intégrales hyperelliptiques d'ordre quelconque. Jamais, 

dans aucune publication mathématique, le don de l'invention 
n'était apparu avec plus de puissance, jamais on n'avait admiré 
autant de belles conquêtes dans les plus difficiles questions de 
l'Analyse. Ces découvertes ont eu sur le mouvement de la Science 
une influence qui ne s’est pas fait attendre; par une heureuse 
fortune, qui a manqué à Cauchy, nos plus éminents géomètres 
contemporains se sont efforcés à l’envi de développer les principes 
de Riemann, d’en poursuivre les conséquences et d'appliquer ses 
méthodes. La notion de l’intégration le long d’une courbe avait 
été exposée, sous la forme la plus simple et la plus facile, avec de 
nombreuses et importantes applications qui en montraient la 
portée, dès 1823, dans un Mémoire de Cauchy ayant pour titre : 
Sur les intégrales définies prises entre des limites imagt- 
naitres; mais elle reste dans les mains de l’illustre Auteur; elle 
n’est connue ni de Jacobi, ni d’Eisenstein, et l’on constate avec 
regret maintenant combien elle leur a fait défaut ; 1l faut attendre 
vingt-cinq ans, jusqu'aux travaux de Puiseux, de Briot et Bouquet, 
pour qu’elle prenne son essor et rayonne dans l'Analyse. La 
notion profonde des surfaces de Riemann, qui est d’un accès 
difficile, s’introduit sans retard et domine bientôt dans la Science 
pour y rester à jamais. Un instant, je me suis arrêté à la Disserta- 
lion inaugurale et à la Théorie des fonctions abéliennes qui 
suffiraient à immortaliser leur Auteur ; mais sur combien d’autres 
sujets, pendant sa trop courte carrière, se porte le génie du grand 
géomètre. Dans le Travail Sur la Théorie des fonctions repré- 
sentées par la série de (rauss, il fait connaître, pour la première 
fois, comment se comportent les solutions d’une équation différen- 
telle linéaire du second ordre, lorsque la variable décrit un con- 
tour fermé comprenant une discontinuité, et 1l parvient comme 
conséquence à la notion de groupe pour une telle équation. Le 
Mémoire Sur le nombre des nombres premiers inférieurs à une 
grandeur donnée traite, sous un point de vue tout différent et du 
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plus haut intérêt, une question célèbre qui avait occupé Legendre 
et Dirichlet. L'idée, entièrement nouvelle, de l'extension à tout le 
plan d’une quantité qui n’a d'existence que dans une région 
limitée se trouve déjà dans le précédent Travail; elle sert de fon- 
dement, elle joue le principal rôle. dans cette recherche arithmé- 
tique sur les nombres premiers. Riemann l’applique à une série 
depuis longtemps considérée par Euler, qui est soumise à une 
condition déterminée de convergence. La série devient l’origine 
d’une fonction uniforme, elle donne naissance à une nouvelle 
transcendante se rapprochant à certains égards de la fonction 
gamma. C’est un nouveau Chapitre qui s'ajoute ainsi aux théories 
de l'Analyse et où M. Hadamard et M. von Mangoldt ont trouvé 
l’origine de leurs belles recherches. Le Mémoire Sur la propaga- 
tion d'ondes aériennes planes, ayant une amplitude de vibra- 
tion finie, concerne les questions délicates et difficiles auxquelles 
ont donné naissance les célèbres découvertes de von Helmholtz en 
Acoustique. Le grand géomètre était aussi un physicien, il 
connaissait les nouvelles méthodes expérimentales et les plus 
récents progrès de la Science ; 1l dit cependant, avec cette modestie 
qui est le fond de son caractère, avoir surtout en vue une question 
de Calcul concernant les équations aux dérivées partielles. A cet 
égard, on doit signaler des résultats qui sont toujours de grande 
importance, une méthode pour la recherche des intégrales des 
équations linéaires du second ordre, sous la condition qu’elles 
passent par une courbe donnée, en ayant des plans langents 
donnés, puis aussi la notion de l’équation adjointe qui Joue un rôle 
essentiel dans beaucoup de questions intéressantes. 

Je m'étendrais trop en voulant encore passer en revue les Mé- 
moires Sur: l’évanouissement des fonctions 9, Sur les surfaces 
d’aire minima pour un contour donné, Sur la possibilité de 
représenter une fonction par une série trigonométrique; 1] 
serait trop long de faire ressortir la grandeur et la beauté des 
découvertes, d’en montrer la portée, de parler des nombreux tra- 
vaux auquels elles ont donné lieu. Je ne ferai que mentionner en 
quelques mots l’admirable Travail Sur les hypothèses qui servent 
de fondement à la Géométrie. 

L’Auteur dépasse infiniment la question du postulatum d’Eu- 
clide qui, après des siècles de vaines tentatives, avait trouvé une 


566: - OEUVRES DE CHARLES  HERMITE.. 


solution dans les recherches de Lobatscheffsky, de Bolyai, et 
qu'on a appris, par une. publication du plus grand intérêt due à 
M. Stäckel, avoir été, pendant toute sa vie, l'objet des méditations 
de Gauss. Riemann aborde la considération de l’espace ou d’une 
multiplicité à un nombre quelconque de dimensions, il en établit 
le caractère essentiel consistant en ce que la position d’un point 
dépend de ce même nombre de variables, et il étudie les mesures 
dont cet espace est susceptible. C’est tout un monde inconnu, 
intéressant à la fois le philosophe et le géomètre, que s'ouvre avec 
une extraordinaire puissance d’abstraction le merveilleux inven- 
teur. Un domaine particulier s’y trouve qui se rapproche des réa- 
lités accessibles à notre existence, dans ce sens qu'on y peut 
déplacer une figure sans altérer ses dimensions et fonder des 
démonstrations sur la méthode de superposition. Et c’est là que 
vient s'offrir, pour le cas de deux dimensions, en même temps que 
la Géométrie de Lobatscheffsky et de Bolyai, où la somme des 
angles d'un triangle est inférieure à deux droits, celle de Riemann 
où elle lui est supérieure. 


Mettre à la disposition des lecteurs francais le riche trésor sur 
lequel j'ai jeté un coup d’œil a été le but de cet Ouvrage. Il paraît 
avec lautorisation de M"° Riemann et de l'éditeur allemand 
M.B.-G. Teubner. Il est offert à M"*° Riemann comme un hommage 
à une mémoire immortelle et le témoignage de la plus respectueuse, 
de la plus profonde sympathie. 


L'impression s’est faite avec les soins consciencreux que la 
maison Gauthier-Villars consacre à ses publications mathéma- 
tiques, et les épreuves ont été revues avec la plus grande obligeance 


par M. Goursat. 


D'illustres disciples du grand géomètre, M. Klein, MM. Weber 


et Dedekind, M. Minkowski ont encouragé et secondé par leur 
bienveillant concours le travail du traducteur, M. Laugel. Qu'ils 
reçoivent l’assurance d’une bien sincère gratitude, et le vœu que 


les Œuvres de Riemann servent de plus en plus, en propageant, 


la gloire du Maître, au progrès, à la marche en avant de la Science! 





DISCOURS D’HERMITE 


DANS ‘ 


* LA SÉANCE PUBLIQUE DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES EN 4889 (1). 


Messreurs, 


Avant que vous entendiez proclamer les lauréats des prix décer- 
nés par l’Académie, j'ai le devoir de rappeler le souvenir de 
l'illustre doyen de la Section de Chimie, Michel-Eugène Chevreul, 
que nous avons eu la douleur de perdre le 23 avril. 


. I y a trois ans, notre vénéré Confrère célébrait son centenaire. 
et l’amiral Jurien de la Gravière, digne interprète de nos senti- 
ments, lui avait offert, dans un langage élevé, les félicitations de 
l’Académie et l’expression de notre respectueuse et profonde 
sympathie. À cet hommage s’associaient les savants du monde 
entier pour en faire le couronnement d’une vie d'honneur, illus- 
trée par des découvertes capitales et des travaux que je rappellera 
en peu de mots. 

C’est de 1813 à 1822 que Chevreul présente à l’Académie ses 
recherches sur les corps gras d’origine animale, suivies des consi- 
dérations générales sur l'analyse organique et ses applications. Cet 
Ouvrage suffirait seul à immortaliser le nom de son auteur. Je 
rappellerai léloge qu’en a fait J.-B. Dumas dans la séance 
solennelle de la Société d’Encouragement du 10 décembre 1857, 
en s'adressant dans ces termes à notre Confrère : « Jamais la 
» puissance de la Science pure, la grandeur des résultats qu’il est 
» permis d'obtenir par un travail persévérant, n’ont été mises 
» dans une plus complète évidence... C’est par centaines de 
» millions qu’il faudrait compter les produits auxquels vos décou- 
» vertes ont donné naissance ; la France, l'Angleterre, la Russie, 
» la Suède, l'Espagne, le monde entier se livre à leur fabrication 
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» et trouve dans leur emploi une source nouvelle de bien-être et 
» de salubrité. » Je n’ajouterai rien aux paroles du grand chimiste, 
si ce n’est que notre Confrère M. Berthelot a suivi avec éclat la 
voie nouvelle et féconde qu’ouvraient dans la Science les décou- 
vertes de Chevreul. 

En 1839 paraît l’'Ouvrage sur le contraste simultané des couleurs, 
entrepris dans une direction bien différente, dont l’auteur indique 
ainsi l’origine : « Il me fut démontré, dit-il dans la Préface, que 
» j'avais deux sujets absolument distincts à traiter, pour remplir 
» le devoir du directeur des teintures de la Manüfacture des 
» Gobelins. Le premier était le contraste des couleurs considéré 
» dans toute sa généralité, soit sous le rapport scientifique, soit 
» sous celui des applications; le second, concernant la partie chi1- 
.» mique de la téinture. » Ces deux sujets ont été la constante 
préoccupation de l’illustre savant pendant sa longue carrière. Les 
recherches chimiques sur la teinture ont donné lieu à quatorze 
Mémoires, dont le dernier a été publié en 1864, et c’est en 1852 
qu'a paru l'exposé d’un moyen de définir et de nommer les couleurs 
d’après une méthode rationnelle. 

Mais ces questions sont bien loin d’être les seules qui aient 
occupé notre Confrère. Son infatigable activité se portait sur les 
points les plus variés de la Chimie, sur l'Agriculture, la Physio- 
logie et la Médecine, en faisant une égale part de ses efforts aux 
applications pratiques et à la plus haute science. À de nombreux 
Rapports sur les concours du prix des Arts insalubres, les procédés 
de panification de M. Mège-Mouriès, les allumettes chimiques 
dites hygriéniques et de sûreté, etc., s'ajoutent des travaux qui, 
ayant la Science pour origine, franchissent ses limites et pénètrent 
dans le domaine de la Psychologie et de la Philosophie. Ce côté 
si caractéristique de l'esprit élevé de Chevreul se mamifeste déjà 
dans l’Ouvrage sur la loi du contraste simultané des couleurs, dont 
les dernières pages contiennent un paragraphe ayant pour titre : 
« Du jour que l'étude du contraste me paraît susceptible de 
» répandre dans plusieurs phénomènes de l’entendement. » Qu'on 
ne s’attende pas à trouver dans le grand chimiste des aperçus 
ingénieux et brillants qui charment par leur éclat; c’est avec la 
sévère et froide raison de l’homme de Science que Chevreul parle 
de l'influence des organes sur l’entendement, des discussions entre 
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deux personnes, des travaux faits solitairement, etc. On voit 
ensuile s’agrandir et s'élever son élaboration philosophique dans 
les Ouvrages dont je rappelle les titres : Lettres à M. Villemain 
sur la méthode en général et la définition du mot rar; Distri- 
bution des connaissances humaines du ressort de la Philosophie 
naturelle; De la méthode À rosrertorr expérimentale et de la 
généralité des ses applications; De la baguette divinatoire, du 
pendule explorateur et des tables tournantes, etc. Le labeur 
scientifique approfondi contient, il faut le dire, un secret ensei- 
gnement qui dépasse l’objet de la Science; il a été donné à notre 
Confrère de le recueillir et de s’en inspirer dans ces études aux- 
quelles il a consacré tant d'efforts. L’Ouvrage sur la baguette 
divinatoire, le pendule explorateur et les tables tournantes est 
extrêmement digne d'attention par le bon sens supérieur, la rigou- 
reuse logique avec lesquels sont traitées et jugées des questions 
obscures et délicates. Chevreul a été l’ami de Guizot, de Villemain 
et d'Ampère, dont le nom revient souvent dans ses Ouvrages avec 
le témoignage de l'affection qu'il lui portait. Poinsot, le géomètre 
philosophe qui écrivait sur les plus importants sujets de la Méca- 
nique dans un langage d’une inimitable clarté, dont il n’a point 
légué le secret, est l’objet d’une citation tirée du Mémoire célèbre 
sur la rotation d’un corps autour d’un point fixe. Lagrange reve- 
nait aussi dans les entretiens de notre vénéré Confrère ; 1l se 
plaisait à rappeler que le grand mathématicien, l’emmenant dans 
sa voiture à une séance de l’Académie, lui montrait avec complai- 
sance les formules régulières d’un de ses Mémoires et leur arran- 
gement symétrique, en lui apprenant que le sentiment de l’art 
n’est point étranger aux géomètres, et que l’Algèbre a son élégance. 
Combien de souvenirs d’un temps si éloigné de nous dont un 
dernier écho nous parvenait dans les conversations de Chevreul, 
et qu’il a emportés dans la tombe! 

Que le savant illustre, le Confrère excellent qui a été si long- 
temps l’honneur de l’Académie, et dont la Science gardera à jamais 
la mémoire, recoive l'hommage de nos regrets et de notre respec- 
tueuse affection! 


La perte de M: Halphen, qui nous a été enlevé à 44 ans, dans 
toute la force et l'éclat de son talent, a été un autre coup bien 


570 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


cruel pour l’Académie et pour la Science. Une admiration unanime 
avait accueilli les travaux qui ont remph la carrière de notre 
Confrère et laisseront dans la Science une trace impérissable. 
Halphen a publié plus de cent Mémoires sur la Géométrie supé- 
rieure, l’Algèbre, le Calcul intégral, la Théorie des fonctions 
elliptiques, la Théorie des nombres, L’un d’eux à remporté le 
grand prix des Sciences mathématiques en 1880, il a pour objet 
la réduction des équations différentielles linéaires aux formes inté- 
grables. Un autre, concernant la classification des courbes gauches 
algébriques, a été couronné par l’Académie des Sciences de Berlin 
qui, en doublant le prix Steiner, l'a partagé entre notre Confrère 
et l’un des plus éminents géomètres de l’Allemagne, M. Noëther. 
Ces travaux, récompensés par d’éclatantes distinctions, Sont loin 
d’être les seuls où brille un talent hors ligne. Je mentionnerai 
particulièrement, à cause de sa grande importance, le Mémoire 
sur les points singuliers des courbes algébriques. L’attention s'était 
portée depuis longtemps sur les particularités qu’offrent ces. 
courbes et qui frappent l’œ1l, lorsque deux ou plusieurs branches 
passent par un même point, mais sans qu’on soupconnât qu'elles . 
se laient étroitement aux propriétés analytiques les plus essen- 
tielles de leurs équations. C’est Riemann qui a reconnu le rôle 
important des points multiples, et révélé par ses profondes décou- 
verles une correspondance imprévue et du plus haut intérêt entre 
la Géométrie et les théories abstraites de l’Algèbre et du Calcul 
intégral. De nombreuses recherches se sont produites dans la voie 
ouverte par le grand analyste, pour approfondir et élucider beau- 
coup de points difficiles ; mais la part la plus considérable dans les 
progrès accomplis appartient au Mémoire de notre Confrère. On y 
remarque, avec le génie de l’invention, le don si précieux de la 
clarté, et une conscience scrupuleuse qui ne laisse Jamais rien 
d’incomplet et d’inachevé dans les sujets qu'il traite. Ce mérite 
des travaux d’Halphen, ce fini dont les œuvres de Gauss et de 
Jacobi donnent ladmirable exemple, nous le trouvons dans tous 
ses Mémoires, dont je ne puis faire l’énumération, et qui l’ont mis 
au rang le plus élevé parmi les géomètres de notre temps. Je laisse 
à regret de côté ceux qui ont pour objet la Théorie des caractéris- 
tiques pour les coniques, les courbes analogues aux développées, 
les invariants différentiels, la Théorie dés fonctions elliptiques et 
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la Théorie des nombres. Mais je dois rappeler le Traité des fonc- 
tions elliptiques -et de leurs applications, l’œuvre à laquelle il a 
consacré les plus grands efforts et dont les deux premiers Volumes 
ont paru en 1586 et 1858. La mort l’a frappé lorsqu'il travaillait 
avec ardeur à exposer la théorie de la transformation et des équa- 
tions modulaires, la multiplication complexe et les applications 
arithmétiques qui devaient former le troisième Volume. Cet 
Ouvrage et les nombreux travaux qui ont illustré le. nom d'Halphen 
laisseront à jamais leur trace dans la Science. La Science n’a point 
seule rempli la vie de notre Confrère. En 1871, quelques années 
après sa sortie de l’École Polytechnique, il a combattu comme 
lieutenant d'artillerie à l’armée du Nord, À peine rétabli d’une 
fracture de la clavicule, causée par une chute de cheval, il part 
malgré son médecin ; il est au feu à Pont-Noyelles où il est décoré, 
puis à Bapaume, à Saint-Quentin. 11 prend part, avec le grade de 
capitaine, au second siège de Paris; 1l a l'honneur d’être men- 
tuonné dans le récit qui a été fait de la campagne de l’armée du 
Nord par son héroïque commandant en chef: « La batterie Halphen, 
» dit le général Faidherbe, avait pris une excellente position à la 
» gauche de Francilly, et y a combattu d’une manière remarquable 
» pendant toute la journée. » Le mérite du savant, le don mathé- 
matique n’excluent donc point l'esprit militaire, et depuis l’époque 
où Laplace disait à Napoléon : « Sire, un des plus beaux examens 
» que j'aie jamais vu passer dans ma vie est celui de votre aide de 
» camp, le général Drouot », Halphen, Faidherbe, après tant 
d’autres, ont été fidèles à la double mission de l’École Poly- 
technique et ont continué ses glorieuses traditions. N’y a-t-1l pas 
effectivement, dans les habitudes de intelligence, dans cette nature 
particulière que crée l’enseignement de notre grande École, une 
liaison morale, une concordance avec les qualités du soldat? Une 
rigoureuse discipline de l'esprit prépare aux devoirs militaires, et 
l’on ne peut douter que les études mathématiques contribuent à 
former cette faculté d’abstraction indispensable au chef pour se 
faire une représentation intérieure, une image de l’action par 
laquelle il se dirige en oubliant le danger, dans le tumulte et 
l’obscurité du combat. 

La mort si prématurée d'Halphen, qui a succombé le 23 mai à 
une maladie causée par l’excès du travail, a produit une émotion 
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générale et profonde, et nos regrets, qui étaient un hommage à ses 
rares et belles qualités autant qu’à son mérite de savant, ont été 
partagés par le monde mathématique. M. Brioschi, président de 
l’Académie royale des Lincei à Rome, s’est fait l'interprète de nos 
sentiments en annonçant à l’illustre Société la perte de la Science 
française, et en rappelant avec sympathie les travaux de notre 
Confrère ainsi que les principales circonstances de sa vie. A 
Versailles, au Jour de ses obsèques, M. le colonel Brunet du 11°ré- 
giment d’arullerie, où Halphen était chef d’escadron, a retracé sa 
carrière et exprimé dans une allocution touchante les regrets qu'il 
a laissés à ses compagnons d'armes, à ses amis, à tous les admi- 
rateurs de son talent. 


Un nouveau deuil, qui est bien récent, vient encore d’impres- 
sionner douloureusement l’Académie. M. Phillips, pour qui nous 
avions autant d'affection que d'estime, nous a élé enlevé, après 
une courte maladie, le 13 de ce mois. 

La carrière scientifique de notre Confrère s’était ouverte par un 
Mémoire sur un nouveau traitement métallurgique des minerais 
de cuivre, fait en commun avec Rivot, et qui a été l’objet d’un 
Rapport favorable de Pelouse et Dufrénoy en 1849. Rivot devait 
occuper avec une grande supériorité la chaire de: Docimasie de 
l'École des Mines, et consacra sa trop courte vie à cette Science ; 
son collaborateur, abandonnant le laboratoire, s’est ouvert une 
autre voie et a entrepris avec ardeur les recherches de Mécanique 
appliquée qui l’ont conduit à l’Académie des Sciences. La clarté, 
la précision, le sens pratique sont les éminentes qualités de tous 
les travaux de notre Confrère. Phillips est surtout un éminent 
ingénieur. Je rappellerai, parmi ses nombreux Mémoires, ceux 
qui concernent les ressorts en acier employés dans la construction 
des voitures et wagons, la coulisse de Stephenson, le calcul de la 
résistance des solides soumis à l’action d’une charge en mouve- 
ment, le spiral réglant des chronomètres. Le travail relatif à la 
coulisse de Stephenson, qui sert à conduire le tiroir de distribution 
des machines locomotives, montre un talent mathématique extré- 
mement distingué. L'auteur tire de la théorie des centres instan- 
tanés de rotation une méthode graphique simple et élégante, puis 
des formules devenues d’un emploi continuel, pour déterminer la 
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position de la coulisse correspondant à celle des excentriques. fl 
évite ainsi, en obtenant une approximation très suffisante, les 
insurmontables difficultés des équations différentielles dont dépend 
le mouvement d’un organe de machine conduit par plusieurs pièces 
articulées. Mais il aborde avec hardiesse l’intégration d’un système 
d'équations simullanées aux dérivées partielles, dans la question 
du calcul de la résistance des solides prismatiques soumis à l’action 
d’une charge en mouvement, et parvient par cette voie ardue à des 
résultats pratiques pour le calcul des dimensions de pièces qui 
entrent dans un grand nombre de constructions modernes. Phillips 
n’est pas moins habile analyste dans ses recherches sur le spiral 
réglant des chronomètres et des montres, qui sont sans doute son 
œuvre la plus remarquable et la plus importante. On sait que l’em- 
ploi d'un ressort pour déterminer les oscillations du balancier est 
dû à Huygens, qui lui a donné la forme d’une spirale plate. 
Pierre Leroy a ensuite employé dans les chronomètres le spiral 
cylindrique, et c'était par le tàätonnement que les constructeurs 
obtenaient les courbes finales de ces ressorts, de manière à assurer 
autant que possible l'isochronisme des oscillations. Notre Confrère, 
par une application savante des théories de la Mécanique ration- 
nelle, a substitué à ces tâtonnements des règles précises, mainte- 
nant consacrées par l’expérience, en réalisant ainsi un des plus 
grands progrès obtenus à notre époque dans la Chronométrie. Je 
ne m'étendrai pas davantage sur tous les travaux qui ont honoré 
le nom de Phillips, je ne fais que rappeler sa carrière d'ingénieur 
et son enseignement qui, pendant tant d’années, a rendu les plus 
éminents services à l’École Centrale et à l'École Polytechnique. 
Notre Confrère joignait la bonté et les plus aimables qualités au 
mérite scientifique : son souvenir nous reste, environné d'affection 
et de regrets. 


L'Académie a recu, dans sa séance du 25 février, une Commu- 
nication qui l’a vivement intéressée et que je dois rappeler en ce 
moment. Nous apprenions de M. Mittag-Leffler, membre de l’Aca- 
démie des Sciences de Stockholm et rédacteur en chef des Acta 
mathematica, que notre Confrère M. Poincaré avait obtenu le 
prix institué par S. M. le Roi de Suède et de Norvège, auquel tous 
les géomètres de l’Europe étaient appelés à concourir, pour être 
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décerné à l’occasion du soixantième anniversaire desa naissance. 
Nous étions aussi informés qu'une seconde récompense, consistant 
en une médaille d’or, avec l’inscription : /n mi memortiam, était 
accordée par le Roï à M. Appell, professeur à la Sorbonne. 

Le Mémoire de M. Poincaré, qui à pourtitre : Sur le problème 
des trois corps et les équations de la Dynamique, est d’une im- 
portance capitale pour la Mécanique céleste et ajoutera encore à 
l'estime de tous les géomètres que notre Confrère s’est acquise par 
de grandes et belles découvertes. Voici tout d’abord un résultat 
qui appelle au plus haut point lattention. Il'a été rigoureusement 
‘établi par M. Poincaré que les séries dont on a fait usage jusqu'ici 
dans le calcul des perturbations sont divergentes et ne peuvent 
‘être employées pour un temps illimité. Ces développements pré- 
‘sentent en effet le caractère analytique singulier dont la série de 
Stirling a donné le premier exemple, et qu'un travail classique de 
Cauchy a mis en pleine lumière. De même que cette série célèbre, 
les premiers termes forment une suite convergente dont on tire des 
résultats numériques suffisamment exacts dans la pratique, mais il 
faut renoncer à s’en servir dans les questions où le temps doit 
recevoir de grandes valeurs comme celle de la stabilité du système 
du monde. La confiance donnée à tort aux développements en 
série de la Mécanique céleste a été néanmoins extrêmement utile, 
on pourrait même dire nécessaire, et ce n’est pas le seul exemple 
à citer du rôle bienfaisant de l'erreur dans les Mathématiques. 
Mais, l'erreur reconnue, il fallait ouvrir une voie nouvelle dans 
l'étude du problème des trois corps, et c’est là que le talent de 
M. Poincaré s’est montré avec éclat. En poursuivant des recherches 
antérieures, notre Confrère a appliqué à cette question fondamen- 
tale de la Mécanique céleste les méthodes originales et fécondes 
qui lui avaient servi à construire les courbes définies par les équa- 
uons différentielles. Il parvient ainsi à démontrer rigoureusement 
lPexistence de deux genres de solutions d’une nature bien différente. 
Sous certaines condilions, le mouvement sera périodique; dans 
d’autres cas, les trajectoires des trois corps, d’abord très peu diffé- 
rentes d'une orbite périodique, s’en éloignent de plus en plus, et 
1l peut arriver qu'après s'en être écartées beaucoup elles s’en 
rapprochent ensuite de plus en plus. Enfin, sous des conditions 
qu'il serait trop long d’énoncer, on peut affirmer que les trois 
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corps repassent une infinité de fois, aussi près qu’on le veut de 
leurs positions initiales. Je n’arrêterai pas l’attention plus long- 
temps sur ces profondes recherches qui ouvrent les perpectives les 
plus étendues à la Mécanique céleste et appelleront longtemps 
encore les efforts des géomètres. 
Le Mémoire de M. Appell, sur les intégrales des fonctions à 
multiplicateurs et leurs applications au développement des fonc- 
tions abéliennes en série, est également digne du plus haut intérêt. 
M. Appell a ouvert un champ nouveau dans la théorie des fonc- 
tions d’une variable, en donnant l’origine d'une catégorie de 
transcendantes, douées de propriétés extrêmement remarquables, 
dont 1l a fait une étude approfondie et qui sont appelées à jouer 
un grand rôle. C’est, à notre époque, un des plus importants 
résultats de l'Analyse que ces découvertes de nouvelles fonctions 
auxquelles s’attachent les noms illustres d'Abel et de Jacobi, de 
Gôpel, de Rosenhaim, de Weierstrass et Riemann. M. Appell s’est 
surtout inspiré de Riemann; son beau Mémoire, ceux de 
M. Poincaré sur les fonctions fuchsiennes, d’autres travaux fran- 
cais encore continuent l’œuvre de ces grands géomètres. 
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DANS 


LA SÉANCE PUBLIQUE DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES EN 4890 (1). 


Messieurs, 


La Science crée entre ceux qui s’y consacrent des sentiments 
d'estime et d'affection qui nous imposent le devoir de rappeler en 
‘ce moment la mémoire de nos Confrères dont la mort nous a 
séparés, les souvenirs qu'ils nous laissent, les travaux qui ont 
rempli et honoré leur carrière. 

M. Peligot, que nous avons eu le malheur de perdre le 15 avril, 
appartenait à l’Académie depuis trente-huit ans, comme Membre 
de la Section d'Économie rurale : il était l’un des plus anciens et 
des plus aimés parmi nous. Nous honorions en lui le rare exemple 
de l'illustration scientifique acquise par d'importantes découvertes 
et de services éminents rendus dans de hautes fonctions adminis- 
tratives. Peligot a été l’un des principaux chimistes de son temps, 
et 1l a occupé à la Monnaie les emplois de vérificateur, d’adminis- 
teur et de directeur des essais. C’est là que, après Gay-Lussac et 
Pelouze, 1l a passé de longues années, partageant son temps entre 
le service journalier du laboratoire, et de difficiles recherches sur 
de nouveaux alliages, destinés à une refonte éventuelle de nos 
monpaies d’or et d'argent. Les plus hautes distinctions ont été la 
récompense des études de notre Confrère sur ces questions d’une 
importance capitale, et jamais elles n’ont été mieux méritées. Mais 
ces travaux étaient loin de suffire à son activité : Peligot occupait 
en même temps, avec le plus grand éclat, les chaires de Chimie du 
Conservatoire des Arts et Métiers et de l’École Centrale. Pendant 
quarante-deux ans à l'École Centrale et quarante-cinq ans au 
Conservatoire des Arts et Métiers, notre Confrère a enseigné sans 
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interruption tous les principes sur lesquels reposent la Métallurgie, 
la Verrerie, la fabrication des produits chimiques, en répandant 
une foule de notions utiles et fécondes pour l'Industrie. 

Il laisse dans ces grands établissements le souvenir impérissable 
de ses lecons, où le sentiment profond du devoir s’unissait au 
talent d’un maître de la Science, et d’une bonté qui lui gagnait la 
reconnaissance et l’affection de ses élèves. 

Peligot a rempli aussi un rôle important et considérable au 
Conseil d'hygiène et de salubrité du département de la Seine. On 
lui doit une étude approfondie du plomb dans les vases qui servent 
aux usages domestiques, et il a contribué pour une grande part à 
en prévenir les dangers. Il s’est occupé de la composition des eaux 
de Paris et a découvert un procédé simple de séparation des impu- 
retés organiques qui s’y rencontrent. Les questions d’incommodité 
ou d’insalubrité qu'amène le voisinage des fabriques de produits 
chimiques ont été pour lui le sujet d’une foule de Rapports, et 
pendant plus de vingt-cinq ans son zèle éclairé n’a fait défaut à 
aucun des intérêts de la population parisienne. 

Nous retrouvons encore à la Société nationale d'Agriculture et 
à la Société d’Encouragement pour l'Industrie nationale le savant 
illustre, homme excellent qui leur a donné pendant un demi- 
siècle le concours le plus dévoué et le plus utile. Il y était associé 
à J.-B. Dumas et continuait avec le grand chimiste une collabora- 
tion intime et affectueuse que la mort seule a interrompue. Cette 
collaboration avait commencé avec la carrière scientifique de 
Peligot, sur laquelle je jetterai un rapide coup d'œil. 

Les premières publications de notre Confrère ont pour objet 
les combinaisons de l’acide chromique avec les chlorures métal- 
liques, les phénomènes auxquels donne lieu le contact de l'acide 
azoteux avec les protosels de fer, les circonstances remarquables 
que présente la distullation du benzoate de chaux. Elles révèlent 
déjà ces rares qualités, si frappantes dans tous ses travaux, de 
conscience el d’absolue sincérité qui lui interdisent d’exagérer 
l'importance d’un résultat et de passer sous silence les points 
demandant de nouvelles recherches. 

_ Vient ensuite ce Mémoire célèbre sur l’esprit-de-bois que 
Peligot a l’insigne honneur de faire paraître en collaboration avec 
Dumas, où se trouve pour la première fois, formulée avec la géné- 
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ralité qu'elle comporte, la notion de fonction alcoolique. Il y est 
établi que l’alcool ordinaire, Pesprit-de-bois et l’éthalque Chevreul 
venait de tirer du blanc de baleine, possèdent un ensemble de pro- 
priétés communes qui résultent du mode de groupement de leurs 
molécules constituantes, résultat d’une importance capitale ouvrant 
une voie féconde où se sont multipliées les découvertes. L'alcool 
amylique de M. Cahours, l'alcool benzylique de M. Cannizaro, la 
glycérine ou l’alcool triatomique de M. Berthelot sont venus 
successivement se ranger dans le groupe des alcools homologues, 
peut-être le plus naturel et le mieux défini que présente encore la 
Chimie organique. Je renonce à énumérer tous les autres travaux 
de notre Confrère ; je rappelle seulement ses recherches sur lacide 
hypoazotique, qu'il a isolé pour la première fois à l’état de pureté, 
ses études sur les vers à soie, ses Mémoires sur les matières miné- 
rales que les plantes empruntent au sol et aux engrais, sur la 
composition du thé et du blé, sur la betterave et les procédés indus- 
triels d'extraction du sucre. C’est à Peligot qu'est dû lemploi, 
dans les raffineries, des sucrates de calcium, de baryum et de 
strontium, dont nous avons peut-être moins profité qu'un pays 
voisin, où s’est fondée, sur ces nouveaux procédés, l’industrie 
prospère de la sucraterie, qui réussit à extraire, à l’état cristallisé, 
le sucre des mélasses. 

Dans ce champ si étendu des travaux de notre Confrère, les 
plus hautes questions de théorie se hHent étroitement aux recherches 
qui ont pour but la pratique et l’industrie. | 

En 1842, 1l fait la découverte mémorable de l’isolement d’un 
corps simple ; l'uranium ajoute un nouveau terme à cette suite des 
éléments chimiques, qui ne cesse de s’accroître, et si on les range 
d’après la valeur croissante de leurs poids atomiques, 1l prend une 
place à part dans la série, la dernière. 

Le travail de Peligot a été admiré comme un modèle d’habileté 
et de pénétration, et ses résultats demeurent sans qu'il y ait été 
apporté aucune modification. Il en a poursuivi les conséquences 
dans la pratique en s’occupant ensuite du verre d’urane et de l’art 
du verrier auquel il a consacré l’Ouvrage excellent qui a pour 
tre : « Le Verre, son histoire, sa fabrication ». 

Je viens de rappeler rapidement les travaux qui ont illustré le 
nom de notre Confrère: sa vie si pure, si complètement remplie 
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par le dévouement au devoir et à la Science, restera dans nos sou- 
venirs avec le sentiment de respectueuse affection que nous ont 
inspiré la droiture et l’élévation de son caractère. 


L'Académie a encore à regretter la perte de M. Hébert qui avait 
remplacé Charles Sainte-Claire Deville, en 1855, dans la Section 
de Minéralogie. 

Notre éminent Confrère a commencé ses études de Géologie à 
l’époque où les grands travaux d'Élie de Beaumont semblaient 
avoir fait entrer la Science dans une phase nouvelle. Aux yeux de 
ses disciples enthousiastes, les. lois de l’ordonnance générale du 
globe venaient d’être devinées par un effort du génie ; le plan de 
l'édifice à reconstruire était définitivement connu, l'ambition du 
géologue devenait désormais de prévoir les faits au lieu de les 
constater. Témoin attentif des débats qui passionnaient alors les 
esprits, Hébert resta persuadé que la Géologie est avant tout une 
science d'observation ; 1l choisit volontairement la voie qui parais- 
sait alors la plus humble et qui semblait promettre le moindre 
avenir ; 1l l’a suivie sans défaillance jusqu’à sa mort, et les honneurs 
qui ont couronné sa Carrière scientifique, la célébrité toujours 
croissante de son nom, la considération dont il s’est vu entouré, 
lui ont suffisamment prouvé qu’il ne s'était pas trompé. Il a été à 
son tour, comme Elie de Beaumont, le maître incontesté de la 
Géologie en France, et il restera à nos yeux le représentant des 
progrès accomplis pendant une période de quarante années ; pour 
une science qui date d’un siècle à peine, c'est près de la moitié de 
son histoire à laquelle le nom de notre Confrère se trouve associé. 

Ces progrès ne peuvent se résumer en quelques mots; Hébert 
s’est d’ailleurs toujours interdit les généralisations brillantes qui 
peuvent frapper les esprits. Le géologue doit reconstituer l’histoire 
de la Terre, son rôle est d'apprendre à connaître cette histoire et 
non de la raconter prématurément. Pour le bassin de Paris seule- 
ment, après avoir complété l’œuvre de Cuvier et de Brongniart, 
notre Confrère a esquissé les transformations du golfe qui péné- 
trait autrefois jusqu’au sud de notre capitale; 1l a montré les 
oscillations répétées qui déplaçaient ses rivages, les lagunes qui le 
prolongeaient, les lacs qui se sont succédé sur son emplacement, 
les faunes sans cesse modifiées qui l’ont habité. Pour le reste de la 
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France et pour l’Europe, que, dans des voyages répétés de PAngle- 
terre à la Russie, de la Suède à l'Italie, 1l a parcourue avec une 
ardeur infatigable, 1l.s’est contenté d’amasser les documents et nul 
n’en a réuni d’un plus grand intérêt. La signification d’un fossile, 
l'identité de deux espèces ou le synchronisme de deux assises, tels 
étaient les problèmes qu'il s’attachait à résoudre et dont il a su 
faire comprendre l’importance : sous son influence les débats 
géologiques sont redescendus des hauteurs où on les avait portés, 
pour se borner aux questions où la discussion et le contrôle 
peuvent amener la certitude. 

C’est là l'importance et l'originalité de l'influence exercée par 
notre Confrère : 1l n’a pas craint de sembler diminuer, aux yeux 
des indifférents, le rôle de la Science à laquelle il a consacré sa 
vie; il n'a pas cherché à grandir le but, mais à le préciser. 

La discussion des problèmes plus vastes, celle des lois cachées 
de la Nature, s’imposera d'elle-même, quand elle sera préparée par 
des observations suffisantes : ce n’est pas un progrès que d'en 
devancer l’heure. 

Il a fait comprendre à ses élèves l'intérêt d'une tâche en appa- 
rence ingrate; 11 leur à fait aimer la Géologie telle qu’elle est 
aujourd'hui et non pas telle qu’elle sera un jour; 1lles a intéressés 
aux progrès qu'ils peuvent eux-mêmes réaliser et non pas à ceux 
que verra l’avenir, C’est la Géologie des résultats, et en prêchant 
d'exemple, en allant étudier sur place tous les problèmes discutés, 
en traçant la voie aux débutants, 1l a su, à la Faculté des Sciences, 
grouper et faire grandir à ses côtés loute une école de géologues 
qui, désintéressés et passionnés comme lui pour la vérité, conti- 
nueront son œuvre et assureront de nouveaux progrès. Le jour 
viendra sans doute où des lois générales remplaceront la complica- 
uon des faits, où tous les détails s’enchaîneront dans un ensemble 
régulier; mais les ouvriers de la première heure garderont leurs 
noms inscrits sur l’assise qu'ils ont édifiée, et celui d'Hébert 
restera parmi les plus grands et les plus honorés. 


M. Ernest Cosson nous a été enlevé le 31 décembre de l’année 
dernière ; 1l laisse des regrets unanimes et je serai l’interprète de 
l’Académie en rappelant les sentiments d'affection et de haute 
estime que nous avaient inspirés le caractère plein de bonté et le 
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talent de notre éminent Confrère. Tout à l'heure on entendra une 
voix amie, celle de notre illustre Secrétaire perpétuel, M. Bertrand, 
retracer la carrière du savant botaniste, l’un des premiers explo- 
rateurs de l’Algérie, qui a été consacrée tout entière à la Science 
et au bien. 


Les Concours aux prix dont l’Académie dispose-ont toujours le 
privilège de provoquer des découvertes et des travaux qui ajoutent 
au domaine de la Science, dans toutes les directions, et sont le 
témoignage d’une activité qui n’a jamais été plus féconde. Deux de 
nos Correspondants à l'étranger se trouvent cette année au nombre 
des savants qui ont obtenu nos récompenses et dont les noms vont 
être proclamés. 

Le prix Lalande est donné à M. Schiaparelli, Correspondant de 
la Section d’Astronomie, en témoignage de l’admiration de lAca- 
démie pour ses découvertes de la durée de la rotation de Vénus et 
de Mercure, succédant à d’autres, qui ont eu tant de retentissement, 
sur les canaux de Mars, et à des travaux de la plus haute impor- 
lance sur les orbites des étoiles filantes. 

À M. le général Ibañez de Ibero, marquis de Mulhacén, Corres- 
pondant de la Section de Géographie et de Navigation, l’Académie 
décerne la médaille de Poncelet. Elle a voulu témoigner son estime 
pour le mérite éminent du savant Espagnol qui a fait, avec notre 
regretté Confrère le général Perrier, la jonction au-dessus de la 
mer entre une des plus hautes montagnes de l'Espagne et l'Algérie, 
et aussi pour les grands travaux qui ont rempli sa carrière et l'ont 
mis à la tête de la Géodésie de son pays. 

C'est aux Comptes rendus qu'on lira dans leur entier les 
Rapports des Commissions où sont exposées les découvertes et les 
recherches honorées de nos récompenses ; les noms seulement des 
lauréats, suivant notre usage, seront proclamés par M. Berthelot, 
Secrétaire perpétuel, à qui je donne la parole. 





DISCOURS 


PRONONCÉ 


PAR HERMITE À SON JUBILÉ (). 


Monsieur LE Minisrre, 


Messieurs, 


Je serai bien inégal à remplir la tâche qui m'est imposée en ce 
moment, à exprimer toute ma reconnaissance aux géomètres de la 
France et de l'étranger, aux amis que je dois à la communauté du 
travail mathématique, à mes élèves, à tous ceux dont le généreux 
concours m'a valu cette médaille, l'œuvre d'un illustre artiste, qui 
récompense bien au delà de leur mérite les efforts de ma vie 
d'étude. Vous avez bien voulu, Monsieur le Ministre de l’Instruc- 
ion publique, présider cette réunion, entendre M. Camille Jordan, 
membre de l’Institut, me présenter les adresses des Sociétés 
savantes, que je reçois avec une respectueuse gratitude comme le 
couronnement de ma carrière, M. le Doyen de la Faculté des 
Sciences, M. Poincaré, M. le Président de la Société mathéma- 
tique, exposer avec trop de bienveillance les recherches, les ques- 
ions qui m'ont occupé. L'honneur insigne de votre présence me 
pénètre de la plus vive reconnaissance; Monsieur le Recteur, 
Messieurs les membres du Conseil général des Facultés, mes chers 
collègues de la Sorbonne, qui me donnez en ce moment le témoi- 
gnage si précieux de votre sympathie, recevez aussi mes bien sin- 
cères remerciments. | | 





(1) Le 24 décembre 1892, les amis et admirateurs d'Hermite se sont réunis à 
la Sorbonne pour lui offrir, à l’occasion de son soixante-dixième anniversaire, 
un médaillon dû à Chaplain reproduisant ses traits. Nous donnons ici la réponse 
faite par Hermite aux félicitations qui lui furent adressées. On trouvera au début 
de ce Volume une photographie de la médaille de l’illustre graveur. E.:P: 
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Monsieur le Ministre, ce sont des maîtres de la Science qui ont 
parlé devant vous; leurs travaux ont dépassé les miens et ont 
enrichi des régions de l'Analyse où je n’ai jamais pénétré. 


M. Camille Jordan a été bien au delà de mes premières tentatives, 


dans la question arithmétique de la réduction des formes, dans 
l’étude des équations algébriques et la théorie des substitutions 
qui en est le fondement. À ses découvertes, à ses savants travaux 
sont dus les plus importants progrès de cette partie extrêmement 
difficile de l'Analyse, depuis Abel et Galois. M. Darboux a été le 
continuateur de Monge, en unissant les théories élevées du Calcul 
intégral à la Géométrie, dans des Mémoires et des Ouvrages qui 
honorent les Mathématiques francaises. M. Poincaré s’est mis au 
premier rang dans la Science de notre époque par ses découvertes 
dans la Théorie des nombres, l'Analyse et la Mécanique céleste, 
où son génie a ouvert des voies entièrement nouvelles et un champ 
immense à explorer. Je dois beaucoup restreindre les éloges qu'ils 
m'ont donnés, mais je me sens heureux de leur bonne affection, 
comme de l'éclat de leurs travaux et mes vœux ne cesseront de 
seconder et d'accompagner leurs efforts. 

Monsieur le Président de l’Académie des Sciences, je suis on ne 
peut plus touché des sentiments de mes honorés Confrères et 
de l’Académie pontificale des Nuovi Lincei dont vous avez été le 
bienveillant organe ; permettez-moi de joindre à mes remerci- 
ments l’expression de ma respectueuse sympathie pour votre per- 
sonne, pour les travaux qui ont rempli votre carrière, pour votre 
vie d'honneur et de dévouement à la Science. 

Monsieur le Général commandant l'École Polytechnique, Mon- 
sieur le Directeur des Études, combien je suis heureux de votre 
présence! Les élèves qui vous accompagnent me rappellent de 
longues années de service, et vous, Monsieur le Général, une 
autorité toujours bienveillante et amicale, dont j'évoquerai un 
souvenir. Poncelet commandait l’École, quand j'étais répétiteur ; 
après une interrogation, il me fait venir et, dans un long entretien 
que je ne puis oublier, il s'attache à me convaincre, et il y réussit 
pleinement, que le chef militaire met en œuvre, dans les redou- 
tables combinaisons du champ de bataille, plusieurs des facultés 
élevées du géomètre, et devient son égal. C'était le combattant 
de 1812, le prisonnier de Saratoff que j’écoutais, recueillant l'écho 
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d’un passé héroïque, que l'École a toujours continué, qui embrasse 
maintenant tout un siècle, et lègue à mes jeunes camarades un 
héritage glorieux qu'ils ne laisseront pas déchoir. | 

J'ai d’autres élèves encore, à l’École Normale et à la Faculté des 
Sciences, qui suivent mes lecons de la Sorbonne. 

L'École Normale et l’École Polytechnique sont deux branches 
d’une même famille, étroitement unies par le sentiment absolu de 
la justice et du devoir, sentiment lié d’une manière secrète à l’ensei- 
gnement mathématique, maIs SI certaine, que sans en avoir aucune- 
ment le privilège, 1l semble passer de l'intelligence à la conscience, 
et s'imposer comme les vérités absolues de la Géométrie. 

Monsieur le Directeur de l'École, mon cher et éminent Confrère 
de l’Académie des Inscriptions et Belles-Lettres, Monsieur le Sous- 
Directeur des Études scientifiques, permettez-moi, en vous remer- 
clant de votre présence, de rappeler les succès dont l’honneur vous 
revient, ces nombreuses thèses de doctorat sur les questions les 
plus difficiles, qui ont pris place dans la Science et sont recher- 
chées par toutes les Universités de l’Europe, ces prix multiphés 
que l’Institut décerne chaque année à vos élèves, enfin tant de 
travaux admirés des analystes, dont les auteurs se trouvent ici, 
près de moi. Ils siègent à l’Académie des Sciences, leur carrière 
scientifique s’y développe avec éclat, ils y représentent avec hon- 
neur l'École Normale ! 

Monsieur le professeur Schwarz, vous êtes le bienvenu dans 
celte réunion. Votre nom se joint à ceux des maîtres de la science 
allemande qui ont le plus contribué aux progrès de l'Analyse à notre 
époque. Nous connaissons vos beaux travaux et nous les ensei- 
onons. Vous avez une grande part dans plusieurs des meilleures 
thèses présentées à la Faculté des Sciences, et les élèves de l'École 
Normale vous ont accueilli par des applaudissements chaleureux, 
lorsque vous leur avez exposé, dans une brillante conférence, vos 
belles découvertes sur les surfaces d’aire minima. Je vous offre 
mes aflectueux remerciments pour l’honneur que vous m'avez 
fait en me dédiant la traduction francaise des lecons célèbres de 
M. Weierstrass sur les fonctions elliptiques, pour les sentiments 
d'amitié du grand géomètre et de MM. Fuchs et Frôbenius que 
vous avez bien voulu m’exprimer. Ces sentiments sont réciproques; 
ils se joignent à ma plus haute estime pour les travaux de M. Fuchs 





| 
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et de M. Frübenius et à mon admiration pour les grandes décou- 
vertes de votre illustre maître, que je ne cesse d’enseigner depuis 
plus de vingt ans. 

C’est aux mathématiciens que j'ai offert jusqu'ici l'expression 
de ma reconnaissance ; je la dois encore à d’autres, à mes conci- 
toyens lorrains, qui m'ont fait parvenir un témoignage de sym- 
pathie dont je suis touché on ne peut plus. Qu'ils reçoivent l’assu- 
rance de la vive affection que je conserve pour la ville où s’est 
passée mon enfance, où ma famille à si longtemps habité, où 
demeurent des parents affectionnés! J’offre mes plus sincères 
remerciments à M. Bichat, le mandataire du Conseil municipal ; 


J'adresse mes vœux à la Faculté des Sciences, pour qu’elle con- 


tribue de plus en plus, en poursuivant sa mission, à la prospérité 
et à l'honneur de la ville de Nancy. 

Monsieur le Ministre de Suède et de Norvège, la haute distinc- 
ion que je dois à la bonté de votre auguste Souverain me pénètre 
de la plus profonde reconnaissance ; que Sa Majesté en reçoive le 
témoignage par Votre Excellence ! Qu'Elle daigne agréer l’assu- 
rance d’une respectueuse sympathie, due à la protection qu’'Elle 
accorde aux Sciences, que tous nous partageons 1c1 et qui dépasse 
les étroites limites de la Sorbonne ! 

Messieurs, la Science donne en retour des efforts qu’elle impose 
des relations d'amitié qui en sont la meilleure récompense. Ce 
prix si précieux du travail, je le reçois de vous en ce moment; Je 
vous en remercie avec émotion : ] en conserverai le reconnaissant 
souvenir Jusqu'à mon dernier Jour. 





SUR 


L'OBSERVATION EN MATHÉMATIQUES. 


NOTE INSÉRÉE DANS UN MÉMOIRE DE CHEVREUL. 


Mémoires de l’Académie des Sciences, 2° série, t. XXXV, 
1866, p. 528.) 


Il sera toujours difficile, dans toute branche de nos connais- 
sances, de rendre compte, avec quelque fidélité, de la méthode 
suivie par les inventeurs; &{ faut méme croire que l’auteur d’une 
découverte pourrait seul apprendre comment, avec les moyens 
toujours faibles de notre esprit, une vérité nouvelle a été 
obtenue. Mais c’est peut-être à l’égard des mathématiques que 
le fait intellectuel de l’invention semble plus mystérieux, car 
la série de ces transitions, où l’on reconnaîtrait la voie réelle- 
ment suivie dans la recherche, le plus souvent n’apparaît pas 
d’une manière sensible dans la démonstration. Cette facilité d'isoler 
ainsi la preuve et d’ajouter à la concision du raisonnement, sans 
rien lui ôter de sa rigueur et de sa clarté, explique toute la diffi- 
culté de l’analyse des méthodes en mathématiques. On peut néan- 
moins, à l’égard des procédés intellectuels propres aux géomètres, 
faire cette remarque fort simple, que jusüfiera l’histoire même de 
la science, c’est que l’observation y tient une place importante 
et y joue un grand rôle. | 

Toutes les branches des mathématiques fournissent des 
preuves à l’apput de cette assertion, mais je les choisirai de pré- 
férence dans l’une de celles qu’on regarde comme plus abstraites, 
je veux parler de la théorie des nombres. 

Je citerai ainsi pour exemples : 


La périodicité du développement en fraction continue. des 
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racines d’une équation du second degré à coefficients commen- 
surables ; 

La loi de réciprocité pour les résidus quadratiques ; 

La loi de réciprocité pour les résidus cubiques, qu’on voit dans 
les œuvres posthumes d’Euler, déduite par lobservation dans les 
termes mêmes où elle a été découverte et démontrée par Jacob: 
(Euler avait à un tel degré le sentiment de l'importance et de la 
vérité de cette loi, qu'il l’a placée dans le recueil de ses Mémoires, 
destiné à être publié cent ans après sa mort); 

L'expression approchée du nombre des nombres premiers 
jusqu’à une limite donnée. 


Enfin et plus récemment, Jacobi a demandé à l'observation de 
révéler la loi de la représentation des nombres par une somme de 
cubes, en faisant construire, par un calculateur habile, les Tables 
qui ont été publiées sur cette question dans le Journal de Crelle. 

Mais les résultats qui précèdent, si remarquables et importants 
qu'ils soient, ne suffisent point à donner l’idée complète du rôle 
qu’on peut attribuer à l'observation; en analysant les procédés de 
démonstration d’un certain nombre de théorèmes, on s’en rendra 
mieux compte, comme je vais essayer de le faire voir par un seul 
exemple. La proposition que je choisis est celle-ci : la suite des 
nombres premiers est illimitée, et l’on commence la démonstra- 
üon en supposant qu'il n’en existe qu’un nombre fini et limité. Or, 
en formant leur produit et y ajoutant une unité, on obtient un 
nouveau nombre, premier dans l’hypothèse admise, et supérieur 
aux précédents, d’où résulte que l'hypothèse doit être rejetée puis- 
qu’elle amène une contradiction. Le point essentiel ici consiste 
évidemment dans la considération de ce produit de tous Îles 
nombres premiers admis, auquel on ajoute l'unité, et l’on accordera 
sans peine que cette considération ne résulte pas du seul raisonne- 
ment, mais qu’on y doit reconnaître le fruit de l’observation d’un 
fait très simple, relatif à la divisibilité, fait déjà acquis et utilisé 
par le raisonnement, auquel il sert de point d'appui pour arriver 
à la démonstration. 
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ERRATA DU TOME III. 


Page 118, ligne 7 (en remontant), au lieu de a=n(nÆa)K#,; "re 
a =n(n+:)K?. 


Page 236, ligne 6 (en descendant), au lieu de u, lire x au premier terme du 
second membre. 


Page 522 (Table des matières), ligne 3 (en remontant), au lieu de Sur les 
équations linéaires, lire Sur l'indice des fractions rationnelles. 
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